ANEXO INTEGRALES

1- INTEGRALES de LINEAS

Teorema de existencia de la funcion potencial

Dado F(X,y,z)=P(x,y,z)i +Q(X,Y,z) J+R(X,Y,z)k continuo con derivadas parciales primeras y
segundas continuas en un conjunto simplemente conexo que contiene a la curva C regular a trozos. El

campo vectorial F admite funcién potencial ¢ cuya expresion es

X y z . .
o= Ia P(x,b,c)dx+Ib Q(x, y,c)dy+ICR(x, y,z)dz siysolosi P, =Q,,P, =R,,R, =Q,
Demostracion:

=) Siexiste ¢ debe cumplir ¢, = P,(|>y =Q,¢,=R=

Py =dxy . : .
son iguales por cumplir con las condiciones de Bonnet = Py =Q,

Qx = ¢yx
Idem para los otros casos.
<) Sise cumple Py =Q,, P, =R, ,Ry =Q, = vamos a buscar la funcién potencial ¢ del

campo F calculando jlf -dr alo largo de la poligonal que une (a,b,c) con (x,y,z).
C

Z A X=X
“xv2) o) =b as<x<x; dr=dxi
| Z=C
C3i
o]
@abo -: ------ ,-’>
L C - X = X (fijo,constante
= ko (fi i ) -
y (y.c) C, 11y =Yyvariable b<y<y,;dr=dy]j
Z=C¢C

x = X (fijo,constante)
c3 i<y =Yy(fijoconstante) c<z<z ; df =dzk
z2=12



Se calcula
jcﬁ : df=E : dF+LE-dF +IC3IE-dF

la cual existe por que las hipdtesis permiten integrar.

Para C;.
F(F(t))=P(x,b,c) i +Q(x,b,c) j+R(x,b,c)k. di=dxi= F.df= P(x,b,c)dx

De forma similar se calcula F(F(t)) a lo largo de C, y Cs, obteniendo

[Fr- [ sty s 2

Ahora veamos si cumple que ¢, =P, d)y =Q, ¢, =R

X y z
¢:ja P(x,b,c)dx+J‘b Q(x,y,c)dy+LR(x,y,z)dz

d X d y z

= P(x,b,c)dx +—I Q(x,y,c)dy + 4 R(x,y,z)dz

a 1°Teorema fundamental b por prooiedad de ¢ por propiedad de
de Integral Curvilinea integralesy derivadas integralesy derivadas _

x

Y V4
P(x,b,c)+j Qx(x,y,c)dy+IRX(x,y,z)dz
b

por hipotesis ¢ por hipotesis
_ Q.=P, R,=P

X z

Y

P(x,b,c)+j

YA
b

C

por serintegralesy derivadas
_ operaciones inversas

P(x,b,c)+ P(x,y,c)|g +P(x,y,2 )|f
_ P(x,b,c)+P(x,y,c)—P(x,b,c)+P(x,y,z)-P(x,y,c)

ox =P(x,y,2)

Oy, o,

Idem para



EJEMPLOS RESUELTOS con MAPLE

Ejercicio 1: Calcular el trabajo realizado por la fuerza F=xy2 i+ (y—z)j+zk alolargodelacurvade
ecuacion x =cos(t),y=sen(t),z=1t con t=0hastat=6mn

Solucion:
>with(plots):

> spacecurve([cos(t),sin(t),t],t=0..6m,title="Curva de Integracion’,thickness=2,color=black); # Grafica de
curva de integracion en el espacio

Curva de Integracian

> with(linalg):

> f:=(x,y,z)->vector([x*y"2,y-z,z]);#Campo vectorial
f=(x0v2) —>[fna[g:—vector( [x yz,y — z,z])

> rt:=vector([cos(t),sin(t),t]);#Curva C

rt ::[ cos(¢) sin(¢) ¢ ]

> g:=f(cos(t),sin(t),t);F(r(t))

g 3:[ cos(1) sin(t)z sin(¢) — ¢ t]

> rt1:=map(diff,rt,t);#Derivada de r(t)

rtl = =sin(r) cos(r) 1 |

> innerprod(g,rtl1);#Producto de F(r(t))por derivada de r(t)
—cos(1) sin(1)” + cos(¢) sin(¢) — cos() £ +

> Int(%,t=0..6*Pi);

6m
(fcos(t] sirl(:,‘)3 + cos(t) sin(z) — cos(f) t + t) 1



> value(%);

18112

> evalf(%);
177.652879.

Ejercicio 2: Calcular la masa de un alambre que tiene la forma de circunferencia de ecuacion
(x—1)>%+ y2 =1y densidad d=x.

Solucidén:
> Lineint(x,x=1+cos(t),y=sin(t),t=0..2*Pi);

2n

2

(1+005(t)]\/(%{1+cos(1))]u+(%sin{t)]z ’

0
> value(%);
27

> plot([1+cos(t),sin(t),t=0..2*Pi],title="Alambre’);

Alarmbrea
1_

0,51

0

2

Ejercicio 3: a) Analizar si el campo vectorial F(X,Y,z) = 2Xy i +X +22 j+2yzk esono

gradiente de algun campo escalar, en caso afirmativo calcularlo.

b) Calcular el trabajo realizado por el campo vectorial dado para desplazar una particula
material a lo largo de una curva seleccionada por Ud.

Solucion:

a) Analizaremos si el campo vectorial dado admite funcidn potencial utilizando la sentencia "potential" del
paquete linalg.

> with(linalg):

> Fi=[2%x*y,x"2+2/2,2*y*z7];



F::[2xy,x2 + 22, 2yz]

> potential(F,[x,y,z],U); # Verifica la existencia de la funcién potencial

true

> U; # Muestra el potencial

xzy + 2 ¥

b) Como el campo vectorial dado tiene funcién potencial usamos el segundo teorema fundamental

El comando "unapply" permite reconocer una expresién como funcién de las variables que en ella
aparecen

>U:=unapply(%,x,y,z); # Transforma el potencial en una funcion de (x,y,z)
Consideremos la curva que une los puntos A=(1,1,1) y B=(1/2,-1,sqrt(2))

>U(A):=U(1,1,1);

> Trabajo:=U(B)-U(A);

Trabajo = 17

4

Ejercicio 4: Calcular la masa M de un muelle que tiene forma de hélice de ecuacién vectorial

F(t)=3costi+3sent j+2tk y densidad u=f(xy,z2)= x>+ y* + 2>
> with(plots): with(LinearAlgebra): with(VectorCalculus):
>r :=<3*cos(t), 3*sin(t), 2*t>;#Definicion C (hélice)

r:=3cos(t)e. +3 sin(t)ey + 2 te,

> spacecurve(evalm(r), t=0..4*Pi, title="Grafica de Hélice",thickness=2);



Grafica de Hélice

> dr := diff(r, t);
dr = -3 sin(t)e_+ 3 cos(t)e + 2e
X h% z

> ds := Norm(dr, 2);

ds =4/ 13

> ds := simplify( ds ) assuming real;#Célculo de ds

ds =+ 13

> fi=(x,y,z)->x"2+y"2+2"2;#Funcién Densidad

f= (x,y,z)—wc2 —I-yz +22

> g:=f(3*cos(t), 3*sin(t), 2*t);

g=9 cos(f)2 +9 sin(z‘)2 +47
> Int(g*ds, t=0..4*Pi);# Plantea calculo de masa

4m
’ (9 cos(r)2 +9 sin(t)2 + 4 tz) V13 de
0

> int(g*ds, t=0..4*Pi);# Calculo de masa

36 13 n+2§—6 ER 3

> evalf(%);

9947.594391



2- Integrales de Superficie
Representacion Paramétrica de Superficies
Ejemplo 1:

Representacidn paramétrica de una esfera de radio a y centro en el origen.

X =a COoSu CosV O<u<?2rx
1 =a Senu cosv
( ) y _stgz
Z=a senv 2 2
“V Z A
T
2
—>
27 u
7
2

Representacion vectorial: F(U,V)=a COSU COSVi +a Senu cosv j+a senvk

Si se eleva al cuadrado las ecuaciones del sistema ( 1 ) y sumamos, resulta x% + y2 +z2 =1 por lo que

todo punto (x, y, z) que satisface (1) pertenece a la esfera.

Los pardmetros u y v en este ejemplo pueden interpretarse geométricamente como los dngulos dibujados

en la figura.

Si el punto (u,v) varia en el rectangulo T=1[0, 27 x [-7/2,7/2] los puntos determinados por (1) describen

toda la esfera. Observe que el hemisferio superiores es la imagen del rectangulo [0, 27] x [0, 7/2]
Ejemplo 2: Representacion paramétrica de un plano

Se recuerda que un plano queda determinado por la condicién de pasar por un punto y ser paralelo a dos

vectores no paralelos, o sea linealmente independientes. Dados los vectores:

— — —

Es P un punto del plano si y solo si son coplanares los vectores PO P, ayb ,oseasiy solo siexiste entre

ellos una relacion lineal.



Debe ser no nulo el coeficiente de POP, pues de lo contrario a y b serian linealmente dependientes,

contra lo supuesto; por lo que puede despejarse Pﬁ:@—OP():F—FO ; donde

—

r-rp=ua+vb, osea:
(A) r=r+ua +vb (2 yb linealmente independientes)

llamada ecuacién vectorial paramétrica del plano.

Para cada par de valores de los parametros u y v, se tiene un punto P del plano, dado por

el vector que lo sitla, desde el origen, y reciprocamente.

d >

Proyectando (A) sobre cada eje de coordenadas, o sea multiplicando escalarmente por I,j7,k, se

obtienen las ecuaciones paramétricas del plano:

X=X,+Ua, +vb,
y=Yy,+ua,+vb,
Z=125+Uaz;+Vhb,

Luego la representacion vectorial de un plano es:
F(UV)=(X, +a, U+b, V)T +(y,+a, u+b, v) j+(zy +asu+byv)k

Nota: Los pardmetros u y v son coordenadas cartesianas en el plano.

Parametrizacidn de una superficie de revoluciéon
Supongamos una curva C en el plano x z, que gira alrededor del eje z.

Sea z = f(x) su ecuacion en el plano x z, a <x <b, a >0, la superficie de revolucion S asi engendrada puede

representarse por la ecuacién vectorial.



F(u,v)=ucosvi +usenv j+ f(u)k

donde (u, v) € [a, b] x [0, 2 7] . Los parametros u y v pueden interpretarse como el radio y el angulo polar,

como se ve en la figura.

z A

v

A Y

27

4
a<ucx<b
/ 0<v<2r
N 3
N

wX

Ejemplo 3:
a) paraboloide circular: z=x?+y? ,z=4

Teniendo en cuenta que la ecuacion de la circunferencia x? + y 2 =4 en coordenadas paramétricas es:

X=UCOSV
O0<ux2 0<v<2r

y=usenv

remplazando en la ecuacién del paraboloide circular obtenemos:

z=u?cos’v+u?sen?v=u?(cos’v+sen?v)=u?



2n

Y

Luego las ecuaciones paramétricas del paraboloide circular son:

X =U COSV
y=usenv
z=u?

y la ecuacién vectorial del paraboloide dado es

F=r(uv)=ucosvi+usenv j+u® k , 0su<2,0svs2r
b) cono circular: Z2=x?+y?> ,z=3
Teniendo en cuenta la ecuacidn en coordenadas paramétricas de la circunferencia x> +y?=9

X =UCOSV
y=usenv

reemplazando en la ecuacidon del cono circular dado obtenemos:

z = Ju?(cos®v + sen?v) = u

Luego, la ecuacion paramétrica del cono circular dado es:

X=UCOSV
y=usenv 0<v<2r 0<u<3
z=u

10



y su ecuacion vectorial es: F=r(uVv)=ucosvi+usenv j+u k

w

2n

EJEMPLOS RESUELTOS CON SOFTWARE
Ejemplo : Calcular el area lateral de la porcidn del plano 2x + y + 2z = 6, ubicada en el primer octante.

Solucién
> with(plots):

> solve (2*x+y+2*2z=6,z) ;#Despeja z de la ecuacidén del plano.

1
X > y+3

> plot3d(-x-1/2*y+3,x=0..3,y=0..6-2*x,title="Grafica de S);

Grafica de &

> with(linalg):

> vl:=convert (grad(2*x+y+2*z-6, [x,y,z]) ,1list); # Convierte gradiente en
una lista

vl :=[2,1,2]
> ds:=1/(v1[3]/sqrt(dotprod(vl,vl))); # Jacobiano

11



> A:=Int(Int(dS,y=0..-2*x+6) ,x=0..4); #Area lateral

44,—2x+63
A:=] J — dydx
. 2
070
> A:=int (int(ds,y=0..-3/4*x+3) ,x=0..4);
A:=9

> plot(6-2*x,x=0..3,title="Grafica de Regién en Plano xy ,filled=true);

Grdfica de Regién en Plano 1

Ejemplo: Determinar el centro de gravedad de la superficie de una semiesfera de radio a.

Solucién:

Se utiliza la representacién: F(U,V)=a COSU COSV | +a Senu cosv j +a senv K con

O<u<2rx , 0<v<m/2
Vimos que ||Fu A ﬁ,||:a2 cosV

En este ejemplo se considera la densidad f = f(X,y,z) constante, f =c.
mzﬂf dSzCHdSzZn a’c

S S
Debido a la simetria, las coordenadas X € Y del centro de gravedad son 0.

Zm:cJ'J'z dS=c”a senv a? cosv dudv
S T

12



2r % 3
_ 3 _ 3 - 3 C
=C a I_bawcmvdvdu—ﬁ a’ ¢, luego Z=7 a° — 5
0 0 m 2za“c

Otras operaciones con el operador V

1) VAV U, esto define el vector rot grad U y se calcula mediante el determinante

i i k

Vavu=|2 2 2
oX 0y 01

P Q R

2) V. (6 A f ) , esto se interpreta como div rot f, y se calcula

o o o
oxX o0y 01
6(6@):5 2
ox 0y o1
P Q R

si f esun campo gradiente y ¢ es su funcién potencial entonces V - (@ A f ) =0 oseaquela

-

divergencia del rotor de f esnula. Para demostrar esto, se ve que VAaf=Va (§¢):0
i ] Kk
6/\(ﬁib):i 2 2 = (0zy —dyz) 1+ (xz —dzx) J+(Gyx —0xy) k=0
oX 0y 0z
o¢ 0¢ J¢
ox 8y oz

3) El operador A (delta) de Laplace (AU = \% 2)

El operador A (delta) de Laplace, aplicado a un campo escalar U = U(x,y,z) define la div grad U :

AU =V3 =V (VU )=div grad U

13



o X oy 2
—ﬁUX+é’Uy+ﬁ U,
o X oy i

= Uxx+ Uyy+ Uzz
Por lo que : VIU=Uyx+ U,,+U.; denominado laplaciano de U

Si U es la temperatura, el laplaciano da informacién acerca de la ganacia o pérdida de calor en la regidn.

En muchos planteos matematicos y aplicaciones de Fisica y de Quimica se presenta la "ecuacion diferencial

de Laplace", V 2U = 0. Las funciones U que satisfacen esta ecuacién se llaman arménicas
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