ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

1. INTRODUCCION

El conocimiento de las ecuaciones diferenciales es esencial para entender importantes problemas
fisicos y matematicos.

Esto fue reconocido en el siglo XVII por Newton y usado por él en el estudio del movimiento de las
particulas. El desarrollo como una rama de la matematica moderna se realiza en los siglos XIX'y XX
a través de notables matematicos como Birkoff, Cauchy, Riemann, Picard, etc.

Las ecuaciones diferenciales son muy utiles para formular leyes que rigen fendmenos naturales
mediante el lenguaje matematico, sobre todo las que describen fendbmenos naturales vinculados con la

rapidez de cambio, son expresadas con mayor exactitud mediante derivadas.

+dx , . , .
Se recuerda que X :E es la razon de cambio de la variable x con respecto a la variable

independiente t.
Por ejemplo:
- A) La velocidad de una particula a lo largo de una trayectoria rectilinea es proporcional al
triple del espacio recorrido.

Por lo que el modelo matematico de lo expresado es:
(1) x =k3x 6 bien: % =k3x , donde k es la constante de proporcionalidad

Se quiere conocer el espacio recorrido en funcién del tiempo, x = x(t) (funcidn incdgnita).
- B) Laaceleracion de una particula es cinco veces el espacio recorrido.
La formulacion matemaética es:
(2) x =5x 6 bien —2X= 5X
dt
Se quiere conocer el espacio recorrido en funcién del tiempo, x =x(t) (funcidn incognita).
- C) Una sustancia radiactiva se desintegra a una velocidad (razon de cambio) que es
proporcional a la cantidad presente. Considerando como y: sustancia radiactiva, t : tiempo. La

formulacion matematica queda expresada:

3) %:k Yy, donde k es la constante de proporcionalidad

Se tiene que determinar la cantidad de sustancia radiactiva en funcién del tiempo: y=y(t) (funcién

incognita).



Los ejemplos (1), (2) y (3) tienen en comun que involucran derivadas de la funcién incognita que se
quiere determinar. Las ecuaciones (1) y (3) tienen derivadas de primer orden, en cambio la (2) de
segundo orden.

Las ecuaciones mencionadas reciben el nombre de ecuaciones diferenciales.

Resolver cada una de las ecuaciones diferenciales planteadas consiste en determinar la funcién
incdgnita respectiva.
El estudio de las ecuaciones diferenciales constituye una de las ramas de la matemaética que tiene mas

aplicaciones.

2. DEFINICION

Una ecuacion diferencial es una ecuacién que contiene derivadas o diferenciales, es decir, una
relacion entre variables independientes, funciones de estas variables y sus derivadas de cualquier

orden.

. . d? x . -
Un ejemplo muy familiar es la Ley de Newton F=ma = md—2 , con t=tiempo, x = posicion de la
t

particula sobre la cual actGa una fuerza F.

¢Cual es la funcién incognita en este caso? Es la posicion x en funcidn del tiempo, x=x(t).

La incognita de una ecuacion diferencial es una funcion, por ello las ecuaciones diferenciales
pertenecen al grupo de ecuaciones funcionales. La solucion de una ecuacion diferencial es

encontrar la funcion incognita.

El estudio de las ecuaciones diferenciales se puede dividir en:
1. Determinar la ecuacion diferencial que describe una situacion especifica, 0 sea modelar el
problema.

2. Encontrar la solucién para esa ecuacion.

Para resolver una ecuacion diferencial primero hay que identificarla.

Se clasifican:

1- De acuerdo al numero de variables independientes, en ordinarias y parciales segun que la

incognita sea una funcion de una sola variable o de dos 0 mas variables respectivamente.




Ejemplo: a)y' =2x ecuacion diferencial ordinaria; donde y =y(X) es la incognita

2 2
b) ﬂ+ﬂ:0 ecuacion diferencial parcial (ecuacion de Laplace);
ox>  oy?

donde f=f(x,y) es la funcion incognita.
Igual que en el caso algebraico, varias ecuaciones diferenciales simultaneas constituyen un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales, segun el nimero de variables independientes que

intervengan en el mismo.

También se clasifican por:

Orden: de una ecuacion diferencial, es el orden de la mayor derivada de la funcién incognita que en

ella aparece.

y

Grado: de una ecuacion diferencial, es el exponente de la derivada de mayor orden que figura en ella,

una vez que dicha ecuacién ha sido racionalizada y no posee denominadores.

ORDEN GRADO CLASE
y' =y(x) 1° 1° Ordinaria
y' = X3y + (sen(x)) y" 2° 1° Ordinaria
o ou .
al == — 2° 1° Parcial
Ox? ot
y2+3y?+t=0 1° 2° Ordinaria
mnmi + + 8 !: 9
y yy" y 3° 2° Ordinaria

En general, simbdlicamente una ecuacion diferencial se expresa de la forma:
De Primer orden:  F(x,y,y’) =0

De segundo orden:  F(x,y,y,y’) =0

De orden n: FOY Y,y ..., y™=0.

Cuando tengamos una ecuacion de la forma g(x,y,y’) = 0 diremos que esta en forma implicita, o si

podemos despejar y' = f(x,y) se obtiene la forma explicita 0 normal.




Resolver una ecuacion diferencial y' =f(x,y) significa hallar todas las funciones explicitas

y = f(x) o implicitas G(x,y) = 0, que la satisfacen, definidas en un intervalo | c fR.

| es el intervalo de definicion o de existencia o dominio de la funcién solucién. Puede ser un

intervalo abierto o cerrado.

Solucion de una ecuacion diferencial es una funcion que no contiene derivadas y que satisface
dicha ecuacidn; es decir al sustituir la funcién y sus derivadas en la ecuacion diferencial resulta una
identidad.

Las soluciones suelen llamarse también integrales, cuando éstas se obtienen mediante el calculo de
primitivas o también por el célculo de integrales definidas, diremos que la ecuacion se resuelve o

integra por cuadraturas. Las gréficas de las soluciones se llaman curvas integrales.

Formalmente la funciébn y=u(x) es wuna solucibn de la ecuacion diferencial
FOGY, YY" . y{)=0 enelintervalo I, cuando las derivadas u',u" ... ut™ existen en
Iy F(x,uu',u",.... u(™) =0 para todo x del intervalo I.

La ecuacion diferencial mas sencilla se presenta cuando f(x,y) es independiente de y. En tal caso, se
tiene: y'=Q(X)
cuya solucion general, resolver la antiderivada o integral indefinida, es

y=IQ(x) dx=q(x) +C
se denomina solucién general, vemos que contiene una constante arbitraria C, la cual determina una
familia de curvas monoparamétricas, dependiendo del valor que toma la constante serd la curva

elegida.

Definicion: Solucion general de una ecuacion diferencial es la funcion que satisface a la ecuacion y

que contiene una 0 mas constantes arbitrarias

Se puede determinar el valor de la constante conociendo las coordenadas (XO ,yo) de un punto de la

curva solucion buscada. Luego reemplazandola en la solucion general se obtiene una funcion

denominada solucion particular.




y X <
jdy:jQ(x)dx de donde y=yo+IQ(X)dx,c0n C=y,-

Yo Xo

Definicion: Solucion particular de una ecuacion diferencial es la funcion que satisface la ecuacion

y cuyas constantes arbitrarias toman un valor especifico.

Se define como problema de valor inicial y problemas de valor frontera a aquellos en que la
ecuacion diferencial se resuelve sujeta a unas condiciones dadas que la funcion desconocida debe
satisfacer.

Problema de valor inicial:

Es un problema que busca determinar una solucion a una ecuacion diferencial sujeta a condiciones
sobre la funcion desconocida y sus derivadas especificadas en un valor de la variable independiente.
Tales condiciones se Ilaman condiciones iniciales.

Problemas de valor frontera:

Es un problema que busca determinar una solucion a una ecuacion diferencial sujeta a condiciones
sobre la funcion desconocida, especificadas en dos 0 mas valores de la variable independiente. Tales
condiciones se llaman condiciones de frontera.

-La funcién primitiva resultante, o funcion solucién de una ecuacidon diferencial, puede tener por las
condiciones iniciales o de frontera diversos valores, diferenciandose una solucion de otra en el
parametro, definiéndose este conjunto de soluciones familia de soluciones monoparamétrica (en el
caso de existir s6lo un parametro) o familia de soluciones de dos o méas parametros (en el caso de

existir mas de un parametro).

Ejemplo: Movimiento lineal

Suponiendo que una particula se mueve a lo largo de una recta de manera que su velocidad en el
instante t es 2 sen t. Determinar su posicion en ese instante t.

Solucion: Si y(t) representa la posicion en el instante t, medida a partir del punto inicial, la derivada
y'(t) representa la velocidad en el instante t.

La formulacién matematica es: y'(t) =2sent.
La solucion se obtiene integrando: y(t)=2]sent dt+C=-2cost+C 1)

Se obtiene una familia monoparameétrica de curvas, y es todo cuanto podemos decir acerca de y(t) a
partir anicamente del conocimiento de la velocidad, algo mas de informacion es necesaria para fijar la

funcidn de posicion. Se puede determinar C si se conoce el valor de y en un cierto instante.




Por ejemplo, si y(0) =0, reemplazando en (1) obtenemos que C =2 y lafuncion posicion es
y(t) = 2-2cost que es una curvade la familia (1).

Siy(0) =2 entonces y(t) =4 - 2 cos t es otra curva de la familia (1).

Solucidn General
B_

Ejemplo: Hallar las curvas para las cuales en cada punto (x,y) la pendiente de la tangente sea igual a

la abscisa. Determine la curva que verifica que y(0) = 1.

Solucion:
Modelado del problema: y'=x o lo que es igual % =X,
X
dy = x dx
Integrando se obtiene:
2
X
=2 +C
y 2

Las curvas integrales son infinitas parabolas de eje vertical (solucion general de la ecuacién dada).

Por cada punto del plano pasa unay sélo una de estas curvas.

2
Asi, paray(0) = 1, obtenemos que C=1porloque y= X? + 1 , solucion particular que pasa por

el punto (0,1).

Solucitn General




En cada uno de los ejemplos anteriores la solucidn contiene una constante arbitraria por lo que es
una familia monoparamétrica de curvas o bien un haz de curvas. Las que pueden indicarse como

G(xy,C)=0 6 y=1(x,C) denominadas solucion general.

En muchos problemas es necesario seleccionar entre todas las soluciones la que tiene un valor asignado
en un cierto punto. El valor asignado se denomina condicidn inicial y la solucion encontrada solucion

particular y representa una curva de la familia que contiene al punto dado como condicién inicial.

Geométricamente la solucion y = y(x) de una ecuacion diferencial es una curva en R2. No obstante la
curva es a menudo, dificil o incluso imposible de expresar analiticamente en forma explicita y por lo
tanto las soluciones de las ecuaciones diferenciales se presentan con frecuencia como funciones

definidas implicitamente, G(x,y,C) = 0.

3. FUNCIONES PRIMITIVAS

Hay problemas en los cuales se conoce una familia de curvas y se quiere determinar la ecuacion
diferencial asociada a la misma, es decir resolver el problema inverso a lo visto anteriormente.
Por ejemplo conocemos la expresion de f(x,y,C) = 0, que es la funcién primitiva de F(x,y,y’)= 0,
ecuacion diferencial que queremos determinar.
Consideremos el siguiente problema: obtener la ecuacion diferencial que satisface a todas las
relaciones de la forma

y=Cx%+X (1)
en donde C es una constante arbitraria.
El problema consiste en hallar la ecuacién diferencial del menor orden posible que es satisfecha por
(1) independientemente del valor dado a C.
Derivando (1) obtenemos: y'=2Cx+ 1 (2
que es verificada por (1), pues integrando obtenemos y = C x2 + x  siempre y cuando se le dé el
mismo valor a la constante C.

Para obtener una ecuacién que sea verificada por (2) para todo valor de C, eliminamos C entrey e V'

—C x2 L
y=Cxt4x de la segunda ecuacion obtenemos  C= y-1
y'=2Cx+1 2X




Luego, reemplazando en (1) y= [yz—le x2+X, seobtiene 2y=y x2—x2+2x.

Es la ecuacion diferencial buscada independiente del valor de C.

Con mayor generalidad, si partimos de una relacion de la forma

f(x,y,C)=0

en donde C es una constante arbitraria, y nos planteamos el problema de obtener la ecuacion diferencial
del menor orden posible que tenga las soluciones f (x,y,C) = 0 independientemente del valor atribuido
a C. Derivando f (x,y,C) = 0 se obtiene.; una ecuacion que contiene y'; si tal ecuacion no contiene a C,
sera la ecuacién diferencial buscada, pero si contiene a C, se elimina C entre:

f(xy,C)=0 y f(xy,y',C) =0, obteniendo una expresion de la forma: F(x,y,y") = 0.

Se dice que f(x,y,C) = 0 es la funcién primitiva de F (x,y,y') = 0.

Se observa que una primitiva que incluye una constante arbitraria origina una ecuacion diferencial de
primer orden.

Si el problema consiste en deducir una ecuacion diferencial que admita como primitiva a una relacion
de la forma f (x,y,C1,C2) = 0, es decir, hallar la ecuacion diferencial del menor orden posible que sea
verificada por cualquiera de las relaciones f(x,y,C1,C2)=0 independientemente de C; y Co, se procede
derivando f( x,y,C1,C2) =0 dos veces consecutivas:
f(x,y,y',C1,C2) =0
foxyy'y", C,C2) =0  eliminando C1y C»
y con las tres ecuaciones se obtiene una relacion de la forma:  F (x,y,y',y") = 0.

La eliminacién de C1y de C» exige disponer de tres ecuaciones, y asi es necesario efectuar dos
derivadas sucesivas. Por consiguiente, una primitiva que contenga dos constantes arbitrarias origina

una ecuacion diferencial de segundo orden.

Si la primitiva dada tiene "'n"* constantes arbitrarias debemos derivar n veces consecutivas y

eliminar las constantes, obteniendo una ecuacion diferencial de orden n.




4. SOLUCION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL

Dada la primitiva, es sencillo encontrar la ecuacion diferencial; el problema inverso es mas
complicado.

Antes de resolver una ecuacion diferencial es conveniente saber si la solucién existe y si hay s6lo una
solucién de la ecuacidn que satisfaga una condicion inicial, es decir, si las soluciones son Gnicas.

La existencia y unicidad de las soluciones también afecta a la elaboracion de modelos matematicos.
Supdngase que estamos estudiando un sistema fisico completamente determinado por ciertas
condiciones iniciales, pero el modelo matematico propuesto involucra una ecuacion diferencial que no
tiene solucion unica. Esto hace surgir de inmediato la pregunta de si el modelo matematico representa
adecuadamente al modelo fisico.

¢Bajo qué condiciones se puede garantizar que una ecuacion diferencial de primer orden tenga una y
so6lo una solucion?

El siguiente teorema establece las condiciones suficientes para asegurar la existencia y unicidad de la

solucion:

TEOREMA DE EXISTENCIA DE LA SOLUCION:
Sea una ecuacion diferencial y = F(x,y), con F(x,y) continua y uniforme en cierta region del plano
xy (R), si para todos los puntos (x,y) interiores a dicha region existe F, y es continua, entonces la

ecuacién admite una familia de soluciones f(x,y,C) = 0 (solucion general), tal que un par de valores
arbitrarios (Xo,yo), correspondientes a un punto de la region, determina un valor Unico de C

obteniendo la solucién particular.
Dicho de otra manera, la condicion para la existencia de

soluciones es:
o Suele decirse que y(x)
e Continuidad de F(x,y) en R. satisface una EDO para

Y las condiciones para la unicidad son: indicar que y(x) es una
o solucion de la EDO
e Continuidad de F(x,y) en R.

e Continuidad de a%;;,y) en R

Estas condiciones son suficientes pero no necesarias, porque puede existir una solucion Unica que
satisface y(x,) = y, pero que no cumple alguna de las condiciones.
Este teorema no nos dice como obtener la solucion.

Comenzamos con los métodos de solucién de ecuaciones diferenciales.



5. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE PRIMER ORDEN

Las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden mas usadas en ingenieria se pueden clasificar en
las siguientes:

1. Ecuaciones diferenciales de variables separables

2. Ecuaciones diferenciales homogéneas

3. Ecuaciones diferenciales exactas

4. Factor integrante

5. Ecuaciones diferenciales lineales de primer orden y primer grado
6. Ecuaciones de Bernoulli .

En nuestro curso se desarrollaran 1, 3y 5.

5.1 - VARIABLES SEPARABLES

Una ecuacion diferencial de primer orden y primer grado es de la forma y' = f(x,y) o lo que es
equivalente M(x,y) dx + N(x,y) dy =0, lo que implica que y' = M(X,y) / N(x,y).
Puede ocurrir que M(x,y) s6lo dependa de la variable x ademas que N(x,y) dependa s6lo de y, 0 sea que

X(x) dx + Y(y) dy = 0. Luego encontramos la solucidén por una simple integracion

X () dx+]Y (y) dy=C
Se puede tener el siguiente caso R(x) G(y) dx + M(y) N(x) dy = 0. Dividiendo ambos miembros por
G(y) N(x) se obtiene

(R(X) /N(x)) dx + (M(y) / G(y)) dy = 0

Integrando, tenemos la solucién buscada. Este proceso se denomina separar las variables.

En resumen, una ecuacion diferencial de variables separables tiene la forma:
f(x) dx)*+ g(y) dy =0, donde cada diferencial tiene como coeficiente una funcién de su propia

variable, o una constante. EI método de solucidon es simple integracion.

Ejemplo: obtenga la solucion de las siguientes ecuaciones:

a)3x2dx+ 12 dy =0
1+y

por simple integracion su solucion es x*+arctgy =C.




b) y(1 - x) dx + x3(1 - y) dy = 0, encontrar la solucion particular que pasa por el punto (1,1).

Ejemplo: Resolver la ecuacion diferencial (x+1) y' =4y, con la condicion inicial y(0) = 4.

Solucién: se realiza con Maple. (Ver el uso de Maple en el apartado ANEXO ECUACIONES
DIFERENCIALES)

gl =+ 1) (o) | — ()

iy 4 .,
T=y(x)=_CI (x+1)"  Solucién General

FI=y(x)=(x+1)* Solucién Particular

Se realizan las gréaficas de ambas soluciones.

Solucién General Solucion Particular

T=y(x)=_CI (x + 1)* Fl=y(x)=(x+ 1)*

Soluecién General Solueién Farficular
a0 20

60 4
40 4

209

]
-1 -0,5 0 05 1

20 4

—4 4

-60 -6l 4

-80 - -0 -

Observaciéon

La constante de integracion no pierde su caracter arbitrario, tomar un valor cualquiera, si esta
afectada por funciones. Asi, In C = C porque el logaritmo natural de una constante también es

una constante; del mismo modo se puede usar e© = C, C2 = C, sen C = C, etcétera.

Cuando no pueden separarse las variables de una ecuacion y no pueden agruparse en términos, en cada

uno de los cuales estén las mismas variables, habra que usar otros métodos para encontrar la solucion.



5.2 - ECUACION DIFERENCIAL EXACTA

Recordemos

Dada la funcion z = f(x,y) se dice que la expresion dz = f, dx + f, dy es su diferencial total.
Se supone que estas derivadas parciales son funciones de las variables independientes x, e y, y
continuas en una region R del plano xy.

Entonces:

Una ecuacion del tipo  M(x,y) dx + N(x,y) dy =0 se llama diferencial exacta si su primer miembro es

la diferencial total de una funcion de dos variables U(x,y) = C.

v Encontrar la solucioén de una ecuacion diferencial exacta es hallar una funcién f (x, y) tal que

su diferencial total sea exactamente la ecuacion diferencial dada.

Se supone que M(x,y) y N(x,y) son continuas, uniformes y con derivadas My, Nx continuas en un recinto
simplemente conexo, la condicion necesaria y suficiente es que My = Nx.

dU = Uy dx + Uy dy = M(x,y) dx + N(x,y) dy =0

Luego U(x,y) =C es laintegral de la ecuacion diferencial dada.

Si M(x,y) dx + N(x,y) dy = 0 es exacta, entonces My = Ny.

Porserexacta M=Ux y N=Uy

luego My =Uyxy , Nx=Uy implica que My = Ny.

Se veré la forma de construir la funcion U(x,y), sabiendo que My = Ny

Si se verifica que My = Nx se puede afirmar que M =Uyx y N=Uj.

Integrando M = Uy respecto de x

UxY)=IM(x,y) dx+g(y)

derivando respecto de y,
Uy=2 1M (x.y) dx+g ()
oy
Luego
0 M=U, - ZIM(x,y) dx
oy

Por simple integracion se encuentra g(y), siempre que el segundo miembro sea independiente de x.

Demostraremos esta Ultima afirmacion:




o 0 _0n_ 0 -
&(Uy——IM(x,y) )= —(N IM (x,y) dx)=<
— _ 00 = — =
=N, aXl\/l(x,y)dx Nx—My=0

Por lo tanto el paréntesis es independiente de x, s6lo es funcion de y.

Luego, la funcion

a()=/(U,- %IM (xy) dx)dy

Una vez conocida g(y) se obtiene ‘
U (X’y):J M(x,y) dx+g(y)=C \:) Dbserve la forma
solucién general de la ecuacion dada. de la solucion. Es
fix, y) =c.

Método de solucion:
1. Dada una ecuacion diferencial se ve si es exacta.
2. Se aplica la definicion: U, = M(x,y)
3. Se integra con respecto a X 0 con respecto a 'y
U=[Mdx+g()

4. Al resultado se lo deriva con respecto a y:
a ’
U, = 5[de+g(y)
5. Seiguala el nuevo resultado a N. Se despeja g’(y)

6. Se integra por Ultima vez la ecuacion para obtener g(y).

Se completa la solucién U = [ M dx + g(y) = C

5.2.1. Solucién de una Ecuacion Diferencial Exacta utilizando Funcion Potencial.

De la teoria de integrales curvilineas se puede determinar la funcion U(x,y) por su diferencial total dU

= M(x,y) dx + N(x,y) dy , tomando la integral curvilinea de M(x,y) dx + N(x,y) dy desde cierto punto

fijo (Xo,yo) hasta un punto de coordenadas variables (x,y), por cualquier camino:

(x.y)
UG,y)= [ M(x,y) de+N(x,y) dy

(Xovyo)

Con frecuencia, en calidad de camino de integracion es comodo tomar una linea quebrada, compuesta

por dos segmentos paralelos a los ejes coordenados:



4y 4
y (x0,¥) (x,5)
(x,¥)
X0,Y0)
(x,y0) (x0,y0)
Fig 1 Fig 2 ¥
(X*yo) x,y)
Ue,y)= [ M.y,)d+ [ N(x,y)dy (figura 1)
(X0:Y,) (x.Y,)
0 bien
(X0, Y) (x.y)
UG,y)= [ N(x.y)dy+ [ M(x,y)dx (figura2)
(X0 Yo) (x0Y)

segun el camino que se siga.

De esta forma se puede determinar la funcion U(x,y) = C tal que su dU(x,y) = 0.

Ejemplo: encuentre la solucion de ye*dx +e*dy =0, que cumple cony(0) = 1.
Solucion: M=ye* luego My=¢
N =¢e* luego Nx=¢€* porloque My = Ny entonces la ecuacion dada es diferencial exacta.

U,y)=IMx,y) dx+g@)=ye'+g();  U,=e"+g ()

como Uy = N(x,y) =¢e* , reemplazando e*=¢€*+g'(y) lo que implica que g'(y) =0, por lo tanto
g(y) =C. Lasolucion general es U(x,y) =y e*=C.

Uixy)=ye*+C=C1 luego ye*=Ci-C=C

Comprobacién: Uy = ye* = M; Uy=¢e =N

Comoy(0) =1, seobtiene C = 1.

La solucion particulares ye*=1.

Se deja al lector la comprobacion del resultado haciendo uso de las integrales curvilineas.



5.3 - ECUACION DIFERENCIAL LINEAL DE PRIMER ORDEN

Una ecuacion de la forma y' + P(x) y = Q(X) (1), en la cual la variable dependiente solo figura con
exponente uno, es llamada forma estandar de la ecuacién diferencial ordinaria lineal. Se busca la

solucion en un intervalo | para el cual P(x) y Q(x) sean funciones continuas.

Nos interesa la solucion general de la ecuacion

Al resolver una EDO
lineal de primer orden
con la ecuacion homogénea y la no homogénea por siempre escriba la EDO
en la forma normal vy
luego identifique P(x) vy
parametros. Q (x)

diferencial lineal no homogénea, para lo cual se trabajara
separado, utilizando el método de variacion de

En primer lugar, se vera la ecuacion homogénea y' +

P(x)y=0.

Ella se resolvera primero y se utilizara el resultado para encontrar la solucion de la ecuacion no
homogénea.

y+PX)y=0 entonces Yy =-PX)y.

Separando las variables:

ﬂ:- P (x) dx, integrando resulta Iny :J.—P(x)dx +C

y

por lo tanto y = e JPMax oC )

Para obtener la solucion de la ecuacion no homogeénea se considera el caso especial de C =0, se obtiene

una solucidn particular de (2):

u=e- IP(x) dx Ilamado factor integrante de la ecuacion lineal.

Utilizando la sustitucion de Lagrange y = u v, suponiendo que Yy es solucion general de la ecuacion no
homogénea y que u es la solucién particular hallada anteriormente, se encontrara la expresiéon de la
funcién v.

y'=uv+uV reemplazando en (1) se obtiene

u'v+u v+ PX)uv=Q(x),

v (u'+ P(X)u) + uVv' = Q(x)

u'+P(X)u=0 porserusolucion particular de la ecuacién homogénea.

uv' =Q(x) entonces  dv = u? Q(x) dx




v=Jy"1QX) dx+C v=]e/PX dXQ (x) dx+C

Luego, la solucion general de (1) es:

y=e 100 & [1e[ P 35 ax +c

Ejemplo: Resolver y'+ (x1-1)y = e*x !

Solucion:
P(x) = (x *- 1) entonces IP(x)dx:I(x’l—l)dx:ln X—X
Luego: y=e B Inx—x)@e(lnx—x) 62X % dx + C} operando se obtiene:

y= e_( Inx_x)[eX+C} =X 1ex[eX+C} solucion general de la ecuacion diferencial.

6- APLICACIONES DE ECUACIONES DIF. LINEALES DE PRIMER ORDEN

) GEOMETRIA
1) La pendiente de una curva en cualquier punto (x, y) es x + 2y. Determinar la ecuacion de dicha
curva si, ademas sabemos que pasa por el origen de coordenadas.

La pendiente se representa por y’

dy
—=x+2
dx x Y

La condicién que conocemos es que la curva pasa por el origen, entonces y(0) =0
Z—z —2y=x es una EDO de la forma y '+ P(x) = O(x).

La solucién es:

y = e~ J2dx Uefz‘ix.xdx+C

X 1

y= —-3+Ce®  Sol general de EDO

Cony(0)=0 : 11, 1°

1 flx) = 3 T 1 DLt 1
0=0—-+C ,C=% S —

4 3 ) 1 0 1 2
La curva buscada tiene por ecuacion: Tangente a la curva en (0,0)

X 1

y=->- Z+%ezx Sol. Particular de EDO T




2) Supongamos que una gota esférica se evapora a una velocidad proporcional a su superficie; si al
principio el radio de la gota es 2 mm, y al cabo de 10 minutos es de 1 mm, hallar una funcién que relacione

el radio r con el tiempo t.
4 .
Volumen de la esfera: V = 37 r3 r = radio de la gota

Superficie de la esfera: S = 4  r?

La variacion del volumen respecto al tiempo es: Z—Z = %n 37?2 %
La gota se evapora proporcional a su superficie: Z—: =k.S
Sustituyendo: k.amr?= gn 372 %
L—k > dr=kdt
dt
Soluciongeneral: r =kt +C
- .. (t=0, r=2
Condiciones iniciales: {t —1 r=1
Reemplazando las se obtienen k'y C
Solucion particular de EDO:  r(t) = —1—10 t +2 , funcion que relaciona el radio de la gota con el

tiempo

I1) TRAYECTORIAS ORTOGONALES

Recuerde de Geometria Analitica que dos rectas L1y L2, que no son paralelas a los ejes coordenados,
son perpendiculares si y solo si sus pendientes respectivas satisfacen la relacion my.m, = -1.

En general, dos curvas C1 y C2 se dice que son ortogonales en un punto, si y solo si sus tangentes T1y
T2 son perpendiculares en el punto de interseccion.

En algunas aplicaciones aparecen dos familias de curvas planas que son mutuamente ortogonales, esto es,
cada curva de una de las familias es ortogonal en todos sus puntos a cada curva de la otra familia.

Las curvas de una familia G(x,y,C1) = 0 que cortan ortogonalmente todas las curvas de otra familia

F(x,y,C2) = 0, se dice que las familias son trayectorias ortogonales.
Los coeficientes angulares y'1 e y'2 de las tangentes a las curvas de la familia dada y a las trayectorias

ortogonales buscadas, deben satisfacer en cada punto la condicién de ortogonalidad entre rectas:

‘ 1
Y, =——
Y1

v



Definicion: Trayectorias ortogonales son las curvas que se intersecan formando un angulo recto. Si una

familia de curvas tiene la ecuacion F(x,y,y") = 0, la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales

a ella es otra familia de la forma: F (x, y,— %) =0

Ejemplo: encuentre las trayectorias ortogonales de la familia de parabolas y = kx?.

Solucién:

® Derivando laecuaciondada: y'=2kx , Yy despejandok resulta: k= %
® Reemplazando k en la familia de parabolas se obtiene y= g— x> . Luegoy =2 y .
X X

¢ Aplicando condicion de ortogonalidad y, = — —, setiene
Y1

y =- oy es la ecuacion diferencial de la familia ortogonal a la dada. La que puede expresarse como:
y

%: - 21 , separando variables 2ydy=-xdx, ¢ xdx+2ydy=0.
X y
2
¢ Integrando: X?+ y’=C, se obtiene una familia de elipses, ortogonal a la familia de parabolas
dadas.

y k=2

Las trayectorias ortogonales aparecen naturalmente en la elaboracién de cartas meteorolégicas y en el

estudio de electricidad y magnetismo. Por ejemplo, en el campo eléctrico que rodea a dos cuerpos de carga




opuesta, las lineas de fuerza son perpendiculares a las curvas equipotenciales (esto es, lineas a lo largo de

las cuales el potencial es constante).

111 - APLICACIONES FISICAS:

La matematica nos permite poner en simbolos lo que nos rodea, nos conduce a través de la aplicacion

rigurosa de sus leyes y de la l6gica a soluciones de los problemas planteados. El proceso de elaboracién

de modelos matematicos comprende:

1. Laformulacion de un problema en términos matematicos (esto es construir un modelo matematico).
Es establecer la ecuacion diferencial que traduce fielmente el fenémeno a estudiar.

2. El andlisis y solucion del problema matematico, que implica clasificar y resolver la ecuacién
diferencial planteada con las condiciones del problema.

3. Lainterpretacion de los resultados matematicos en el contexto del problema original.

Un modelo matematico satisfactorio ha de cumplir dos requerimientos ser: suficientemente detallado

como para representar la situacion real con relativa exactitud y debe ser bastante sencillo para permitir

un analisis matematico practico.

A continuacién, se detallan algunas aplicaciones fisicas.

e Desintegracion radiactiva:

Aunque los distintos elementos radiactivos presentan diferencias notables en sus coeficientes de
desintegracion, todas las sustancias tienen la propiedad comun de que la velocidad de desintegracion
radiactiva es proporcional a la cantidad x de sustancia alin no desintegrada.

Hallar la dependencia de x respecto al tiempo t, si en el momento inicial para t=t, €s X=X,.

Suponemos conocido el coeficiente de proporcionalidad k, llamada constante de desintegracion. La
ecuacion diferencial del proceso tendra la forma:

X (t)=—-kx (@)
El signo menos indica que x decrece cuando t aumenta (k > 0).

Separando variables e integrando, se obtiene: Inx=—kt +C

por lo tanto: x=Ce es la solucion general de la ecuacién dada.



v

Aplicando las condiciones inicialesen: t=t, es x=X,, x,=Ce™ ® implica C=x,€e", luego

"k(t-t) obteniendo asi la solucion particular.

reemplazando en la solucion general se obtiene: X = x, e
Podemos determinar el periodo de desintegracion t (o sea, el tiempo en el cual se desintegra la mitad de

Xo).

. 1 - .
Para un t genérico, t=t X = > X,, llamando t=t-t, Yy reemplazando en lasolucion particular

— X=X, €, kt=1In2 implica t=[(In2)/k]+t.

No solamente la desintegracion radiactiva, sino cualquier otra reaccion monomolecular, en base a la Ley

de Accion de Masas, se describen por la ecuacion X (t)=—k x, donde x es la cantidad de sustancia

que aun no ha reaccionado.

Laecuacion X (t)=kx que se diferencia de la anterior s6lo por el signo del segundo miembro, describe
muchos procesos de "reproduccion™ (o multiplicacién), por ejemplo, la reproduccion de la cantidad de
neutrones en las reacciones nucleares en cadena, o la reproduccion de la cantidad de bacterias, suponiendo
que se encuentran en un ambiente éptimo y que por ello, la velocidad de su crecimiento sea proporcional
a la cantidad de bacterias presentes.

La solucion de la ecuacion X (t)=k x que satisface la condicion de que X(to)) = Xo tiene la forma

X=x,e ") yadiferencia de la solucién de (1), x(t) no disminuye, sino que crece exponencialmente

con el tiempo.

e Caida de un cuerpo en un medio resistente:

Un cuerpo en reposo de masa "m" es lanzado a gran altura en la atmdsfera terrestre. Supuesto que cae en
linea recta y que las Unicas fuerzas que actuan sobre €l son la de la gravedad terrestre (m g, donde g es la
aceleracion de la gravedad, supuesta constante) y una fuerza resistente (debida a la resistencia del aire)

que es proporcional a su velocidad; se trata de estudiar el movimiento resultante.



Sea x = x(t) la distancia recorrida por el movil en el instante t, y sea v = x" = X'(t) su velocidad. De la
hipotesis de que parte del reposo se deduce que x'(0) = 0.
Hay dos fuerzas que acttan sobre el cuerpo, una descendente m g debida a su peso y otra ascendente - k

v .(debida a la resistencia del aire), donde k es una constante positiva.

4 . La segunda ley de Newton dice que la suma de las fuerzas que acttan en

un cuerpo en cada instante es igual al producto de su masa "m™ por su

C) aceleracion. Si se indica con a la aceleracion en el instante t, entonces a
| mg =V =x"

Luego: ma=mg-kv.

Esta se puede considerar como una ecuacion diferencial de segundo orden si se toma la funcion
desplazamiento x, o de primer orden si se toma la funcién velocidad v.

Como ecuacion de primer orden en v, es lineal y puede escribirse de laforma mv'=mg-kv 0
v'+ (k/m) v =g, estaecuacion es el modelo matematico del problema con:

k Kk t

k L _k
P(t):E ’ eIP(t)dt:em , e-IP(t)dt:e m y

k

K
IQ(t)eJP(t)dtdt:J'gemt dtzggemt ’ V:e.jp(t)dt[J'Q(t)ejP(t)dtdt_FC]

k
m -t -
v=g—+Cenm solucion general
k

Comoen t=0,v=0

m m
0=g—+C , C=-g— luego
g " g " g

k
v:%(l-e mt) es la solucion particular que verifica v(0)=0.

Como v =x', podemos conocer el desplazamiento por una simple integracion

2 ,kt
X:Mt+gm_ e m _|_C
k k2
m2
Comoen t=0,x=0 seobtiene C=-g—2
k

2 _k
Luego : x:%gt+g%[e mt-1]



e Circuitos eléctricos:

La 2° Ley de Kirchoff dice: el voltaje proporcionado por la fuerza electromotriz (FEM) es igual a la

suma de las caidas del voltaje.

E I=I(t)

.-

O QQ

Ejemplo: Consideremos un circuito eléctrico formado por una
fuente de voltaje E (bateria o generador), una resistencia R y una
induccidn L, conectadas en serie. Segun la Ley de Kirchoff, la fuerza
electromotriz proporcionada (E) es igual alasuma dela caida
de voltaje en el inductor

(L dI/dt) y la caida de voltaje en la resistencia (R I).

Luego: L (dl/dt)+RI=E es una ecuacion diferencial lineal, donde | =1I(t) es la corriente
eléctrica, nuestra funcion incognita. Se puede expresar de la forma: I'(t)+(%) I(t)=% : su
solucion general es

I=¢to] I%eji‘“ dt+C ] Solucién General

Si por ejemplo, FEM = 100 voltios
R =10 ohmios

L = 2 henrios

El interruptor se cierra para t = 0. Establezca una ecuacion diferencial para la intensidad de corriente y

determine ésta en el instante t.

2d—|+10|:100 , OI—|+5I:50 : luego
dt dt
I|=e® []50e° dt+C]=¢> [10e°+C]
Ent=0 1=0, porloque C=-10

Asi la solucidn particular que verifica 1(0) =0 es:

La grafica correspondiente es:

| = 10(1 - &'5Y).



1) 4

10

1(t)

v

Ahora, consideraremos un circuito eléctrico formado por una bateria o generador E [voltios], conectado
en serie con una resistencia R [ohmio] y un condensador C [faradios].
La caida de voltaje en una resistenciaes Q/C, de modo que, segun la Ley de Kirchoff:
R1+ (Q/C)=E.
En esta forma no es una ecuacion diferencial, pero si advertimos que la intensidad de corriente es la

relacion de variacion de la carga en el tiempo, es decir, 1 =dQ/dt se obtiene la ecuacién diferencial

dQ,Q_

para la carga instantanea: R m + -



7. ECUACIONES DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR A UNO

Una ecuacion diferencial de orden "n" puede escribirse como F(x,y,y",y",.....y™) = 0, o bien resuelta

respecto a la n-ésima derivada ymW=f(xy, Y,y ey

El teorema de existencia y unicidad de la solucion, analogo al teorema correspondiente relativo a la

solucion de ecuaciones de primer orden es:

Teorema: Si en laecuacion Y™ =f(x,y,y,y" ,..,y""™* lafuncion f(x,y,y,y",...y"")=0 ysus

derivadas parciales respecto a las variables y',y",...,y("™) son continuas en un cierto dominio que

contiene a los valores X = Xo, ¥ = Yo, ¥'= Y'o,......y" Y = yo( -V existe una solucion tnica y = y(x) de la
ecuacion que satisface las condiciones iniciales:

Y(Xo) = Yo

Y'(Xo) =Y

Yy D (xo) = yo

Si se considera el caso de una ecuacion de 2° orden: y" =f(x,y,y"), las condiciones iniciales son:
para X=Xo, Y=VYo, Y = Yo donde Xo,Yo,Y'o SON numeros dados.

El significado geométrico de estas condiciones es el siguiente:

Por un punto dado del plano (xo,yo) pasa una sola curva solucién cuya tangente es de pendiente Yy, .
De aqui se deduce, que si damos diferentes valores a y'o, conservando constante (Xo,Yo) , 0btenemos

una infinidad de curvas integrales con distintos angulos de inclinacion que pasan por el punto dado.

Definicion: se llama solucion general de una ecuacion diferencial de n-ésimo orden,
f(x,y,y,¥",...y""")=0 a una funcién y=g(x,C,,C,,...,.C,) que depende de n constantes
arbitrarias, de modo que:

a) satisfaga la ecuacion cualquiera que sean los valores de las constantes;

b) para las condiciones iniciales dadas se determina el valor de las constantes.

Una relacion de la forma H(x,y,C1,Ca,...,Cn) = 0 que define la solucion general de manera implicita,

se llama integral general de la ecuacion diferencial.




Toda funcidén obtenida de la solucion general para valores concretos de las constantes Cy, Ca,..., Cn,

se llama solucién particular.

7.1. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES DE ORDEN N

Las ecuaciones diferenciales lineales de orden n tienen la forma:

n n-1
4 3’+pld n_2’+ ...... +Prsd 4Py y=Q(X)
dx dx

P

donde los Pi, coni=1,....,n y Q pueden ser constantes o funciones de x, con P, distinto de cero y n un
namero natural.

En el caso de ser constantes se llamara Pi=a;, i=1,2,...,n; en el caso variable Pi= Pi(x).

En este curso se veran las ecuaciones diferenciales lineales de orden n con coeficientes constantes.

La ecuacion es:

dny dn—ly
dx" ]

VVamos a considerar siempre el caso de que a, = 1, pues si no lo es, como ao, # 0, podemos dividir ambos

miembros por ao, obteniendo:

y® + ay™D + L+ anay'+ any = Q(X)

Conviene reducir la forma de escribir esta ecuacion; para ello usamos el simbolo D = i operador
X

diferencial, que tiene sentido sélo aplicado a una funcion, lo que nos queda:
D"y + aiD™y + ..... + an.1Dy + any = Q(X, [D"+ aiD"™! + ..... + an1D + an]y = Q(X)

Denominando a D"+ a;D™ + ... + an1D + an = L(D), se puede escribir la ecuacion diferencial

lineal de orden n de la forma:

LD)y=0K)
L(D) es un operador lineal y cumple con las dos propiedades:
1) L(D) (u +v) = L(D)u + L(D)v
2)L(D)(Cu)y=CL(D)u

lo cual no es dificil de demostrar desarrollando ambos miembros y mostrando que son iguales.




Basandonos en las propiedades lineales del operador L(D) se va a demostrar los siguientes teoremas:

Teorema 1: Siy: es solucion de la ecuacion lineal homogénea L(D)y =0, entonces Cy: es solucion,
donde C esuna constante arbitraria.
Demostracion:

Se debe demostrar que L(D)[C y1] =0

Por hipétesis L(D) y1 = 0, luego por ser L operador lineal L(D)[Cyi] = C L(D)[y1] =0.

Teorema 2: La sumayi + Y2 de dos soluciones y: e y» de la ecuacion homogénea L(D)y = 0, es solucion
de dicha ecuacion.
Demostracion:
se debe demostrar que L(D) [y1 +y2] =0
Por hipotesis L(D)y1 =0 ,L(D)y2=0
Como L(D) es operador lineal L(D)[y1 + y2] = L(D)y1 + L(D)y2 = 0.

Principio de superposicion de soluciones:

Una propiedad util de la ecuacion lineal homogénea L(D)y = 0 es que la suma de soluciones

cualesquiera de ella, como la combinacion lineal con coeficientes arbitrarios constantes de las
n

soluciones y1, y2, ....., Yn de la ecuacion homogénea L(D) y = 0, (Zci.yi), es solucion de dicha
i=1

ecuacion.

Demostracién: consecuencia del teorema 1y teorema 2.

El estudio de las ecuaciones diferenciales lineales de orden n resulta mucho mas sencillo en el caso de
que en la funcion Q(x) del segundo miembro sea idénticamente nula.
Una ecuacion diferencial lineal de orden n siempre tiene como soluciéon y = 0, conocida como la

solucién trivial de la ecuacién.

Ejemplo: Las funciones y = e* ey = e™ son soluciones de la ecuacion diferencial y ”- y = 0, probar
que la funcion y = C; e* + C, e™™ es solucion.
Derivando: y' =C,e*— C,e™ y'=C e+ C,e*

Reemplazando en la ecuacion diferencial:



Cie*+ Che™*— (Cie*+ Che™)=0 verifica.

El principio de superposicion de soluciones no se aplica si la ecuacién no es homogénea, entonces
cuando Q(x) = 0 resulta de gran utilidad estudiar previamente la ecuacion homogénea o comple-

mentaria
..... +apqy +ay=0

Nos interesa saber como se halla la solucién general de L(D)y = Q(x). Para ello veremos el

siguiente teorema:

8. TEOREMA FUNDAMENTAL

Si'y = u(x) es solucién particular de la ecuacion L(D)y = Q(x) e y = v(x) es solucién general de
L(D)y =0, entonces y=v(Xx)+ u(x) essolucion general de L(D)y = Q(x).

Demostracion:

Como u es solucion de L(D) y = Q(x), la verifica, por lo tanto L(D) u = Q(x), v es solucion
de L(D) y = 0 entonces L(D) v = 0. Dado que L es un operador lineal se verifica:
L(D)v + L(D)u = Q(x) = L(D)(v + u).
Esto equivale a decir que y =v(x) + u(x) es solucién general de la ecuacion diferencial completa
L(D)y = Q(x).
Hemos visto que una ecuacion diferencial lineal de orden n debe contener "n™ constantes arbitrarias,
pero como V(x) es solucidn general de la ecuacion reducida, ya contiene las n constantes y u(x)
solucion particular, no contiene constantes. Por lo tanto, la suma y = u(x) + v(x) contiene n

constantes arbitrarias.

A la solucion general de la ecuacion reducida o complementaria la denominamos "solucion general de
la ecuacion homogénea".
Veremos como se halla la solucion general de la ecuacion homogénea y la solucién particular de la

ecuacién completa.

Problemas de valor inicial y valor frontera

Un problema de valor inicial para una ecuacion diferencial lineal de orden n es:




Dada la ecuacion diferencial — y™ + a3 y™D + ... +an1 Y +any = Q(X), que verifica las

siguientes condiciones iniciales y(Xo) = Yo, Y (Xg)=VYo s ceereeren. , YD (x0) = yo™V  donde yo, y,,
..... , Yo" son constantes arbitrarias. Se busca una solucion en algun intervalo | que contenga al punto
X = Xo.

Ejemplo: Resolver la ecuacion diferencial y + 16y =0 sujetaa y(0) =0e Yo (0) = 1.

Otro tipo de problema consiste en resolver una ecuacion diferencial de orden n en la cual la variable

dependiente y (o sus derivadas) se especifica en dos puntos diferentes. Un problema como:
Resolver y + a1 y + a2y = Q(x), sujeta a las siguientes condiciones de borde y(a) =vyo, e y(b) =y1
se llama un problema de valores de frontera .

Ejemplo: Resolver la ecuacion diferencial: y* -2y +2y=6 que verifica y(1) =0 e y(2) = 3.

9. OBTENCION DE LA SOLUCION GENERAL DE LA ECUACION HOMOGENEA

Sea la ecuacion homogénea de orden n, Yy + a1y D+ +anay +any=0 (2)
ensayamos como solucion la sustitucién de Euler y = e™, luego reemplazando y con sus derivadas
en la ecuacion diferencial (2) se obtiene

e”[rM+airmt+ ... +anr+a]=0

Puesto que e™ es distinto de cero, resulta:

IM+airMl+. .. +apnir+a.=0 | (3)

ecuacion algebraica de grado n, llamada ecuacidn caracteristica, que tiene n raices que pueden ser

reales y distintas, reales coincidentes o complejas conjugadas.
9.1 RAICES REALES Y DISTINTAS

Si la ecuacion caracteristica (3) tiene "n" raices reales y distintas ri, r, ....., In, la ecuacién diferencial

(2) tiene por solucion general

y=cie"+ce +....+ce™ (4)

donde los ¢j, con i =1, 2, ....., n son constantes arbitrarias.

Esto se cumple siempre gue sea una combinacion de funciones linealmente independiente.



Ejemplo: Dada la ecuacion diferencial y" - 2y'- 3y =0, si las raices de la ecuacion caracteristica son

ri=3yr;=-1;lasolucion general es y=cie> + coe™

9.2 RAICES COINCIDENTES O MULTIPLES

El anélisis se hara sobre una ecuacién diferencial de segundo orden y" + a1 y' + a2y = 0 con raices ri =
r> = r, para luego generalizar estos resultados.

La solucion general esy = (Cox + C2 ) ™.

Ejemplo: y" -6 y"+12y -8y=0, las raices de la ecuacion caracteristicason ri=r,=rs =2, se
ensaya como solucion y = u e® . Se debe encontrar la expresion de u = u(x)

y=2ueX+u e, y=4ueX+4u e+ u e, y"=8ue*+12 ue®+6u" e+ u" e*
reemplazando en la ecuacion diferencial dada

[Bu+12u+6u"+u"-24u-24u-6u +24u+12u -8ule*=0

Finalmente u” =0 , integrando tres veces se obtiene: u=Cix?+ C2Xx+ Cs

Por lo tanto y = ( C1 x? + C x + C3) € solucion general de una ecuacion diferencial de tercer orden con

raices multiples.

Se ensaya como solucién un polinomio completo con igual nimero de términos que el orden de

multiplicidad de la raiz, multiplicado por e™ .

9.3 RAICES COMPLEJAS CONJUGADAS

Sirr=a+bi y ro=a-bi,lasolucion general tiene la forma

y = C1 e@*+bx 4 C, gl@-bx (1)
Se conoce que e@*P)x = gax ghix aplicando las formulas de Moivre se obtiene:
e@*P)X = e I'coshx +isenbx], e@-P)X=e*[ cosbx -isenbx]
reemplazando en (1),

y = C1e*[ cos bx + i sen bx] + C €® [ cos bx - i sen bx ]

y=e*[(C1+ C)cosbx+i(Ci-Co)senbx], llamando A=C;+C; y B=i(Ci-Cy)

la solucion general de la ecuacion dada es:

y =e® [ Acos bx + B sen bx ]




Ejemplo: y -6 y +13y=0 , las raices de la ecuacion caracteristica son r1 = (3 + 2i)yr2 = (3 - 2i),

luego la solucion general es:

y=e¥ [ Acos2x+ B sen 2x]

La demostracion de los tres casos Ver ANEXO ECUACIONES DIFERENCIALES

Ejercicios propuestos:
1) Clasificar y resolver aplicando la metodologia vista anteriormente: y'- 4y = 5x

2) Resolver:

a)y-7y =0, x=0, y=0,y=1
b))y -3y +4y=0

c)y +4y=0, y(0)=0,y (0)=1

dy-8y +16=0, y(0)=1, y (0)=2.

Dada la ecuacion diferencial L(D) y = Q(x) se vio que la solucion general es la suma de la solucién
general de la ecuacion homogénea mas la solucién particular de la completa.

Sabemos encontrar la solucion general de la ecuacion homogénea, veamos como obtener la solucion
particular de la completa. Para ello se estudiaran los métodos:

a) Método de los coeficientes indeterminados

b) Método de variacion de parametros

10. OBTENCION DE LA SOLUCION PARTICULAR DE LA ECUACION COMPLETA

10.1 METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS

Este método nos permite hallar una integral particular cuando Q(x) tiene alguna de las siguientes formas:
1) Q(x) es un polinomio

2) Q(x) es una funcién exponencial

3) Q(x) es una funcidn sen(x) o cos(x)

4) Q(x) es cualquier combinacion de estos casos.

I- Q(x) es un polinomio, Q(X) = Pk(x).

Debemos tener cuenta si r = 0 es raiz de la ecuacidén caracteristica o no.



e Sir=0 noes raiz de la ecuacion caracteristica, ningin término de v tiene la forma de Px(x) y se
ensaya como solucion particular un polinomio del mismo grado que Q(X), con coeficientes a determi-
nar.

e Si r=0 es raiz de orden de multiplicidad h (nimero de veces que se repite la raiz) de la ecuacion
caracteristica r" +a; r"! + ... + an1r + an = 0, entonces se ensaya como solucion particular u =
x" por un polinomio del mismo grado que Q(x), pues en la solucién general de la ecuacion homogénea

(v=v(x)) figuran términos de la forma C1, C2X,..., Chx 2.

Ejemplos: Resolver:

a) y'+y=x+2x

La ecuacion caracteristica es r> + 1 =0 luego las raices son r = =i, la solucion general de la homogénea
es v=Cysenx + Cz cos X.

Como Q(x) es un polinomio, nos preguntamos si ¢r = 0 es raiz de la ecuacion caracteristica?, en este
caso no lo es, se ensaya como solucion particular de la ecuacion completa u = Ax? + Bx + C, pues
Q(x) es un polinomio de segundo grado, derivando u' = 2Ax + B, u™ = 2A reemplazando u, u'y u"en
la ecuacion diferencial dada, obtenemos

2A+AX>+Bx+ C=x?+2x, porigualacion de polinomios

A=1 B=2, 2A+C=0,porloqueC =2. Lasolucidn particular de la ecuacién completa es

u=x>+2x-2, y lasolucion generales: y=u+v=Crsenx+ C2COS X+ X* + 2 X - 2

b) y'+y' =x-2

La ecuacion caracteristica es r> +r =0, luego r1 =0 y r, = -1, la solucion general de la ecuacion
homogéneaes v=Cy + Coe™.

Como Q(x) es un polinomio, nos preguntamos si ¢r = 0 es raiz de la ecuacion caracteristica? En este
caso si lo es, se ensaya como solucion particular de la ecuacion completa u = x (A x + B), donde h=1
es el orden de multiplicidad de la raiz. Luego u=x (A x + B) = A x? + B x, derivando u' =2 Ax + B,
u" =2A, reemplazando u, u* y u" en la ecuacion diferencial dada, se obtiene:
2A+2Ax+B=x-2,luego por igualacién de polinomios

2A=1

2A+B=-2

Sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, A =%, B = -3, luego u = x (%2 x - 3), la solucion general

es: y=Ci1 +Coe*+x(%2x-3)



Ejercicio: Resolver la ecuacion y"—5y'+4y =4x+6 con software cientifico. Encontrar y graficar la

solucidn general y particular que cumple con y(0)=2, y'(0)=3.

Solucion:
Expresion de ecuacion diferencial e ::di_zy(x) s (%y(x)j Faye) —dx+ 6
Solucion General me=y(x) =e* 24 I+ 4L 4y
Condiciones Iniciales ini ==y(0) =2,D(y)(0) =3
Solucioén Particular F2 =p(x) = 1_; oAx % o 1 % Ty

Las graficas de las soluciones respectivas son:

Solucién General Solucicn Parficular
104 104

La solucién completa puede verse en: ANEXO ECUACIONES DIFERENCIALES (Pag 49)

11- Q(x) es una funcion exponencial, Q(x) = e,

Debemos analizar si a es raiz de la ecuacion caracteristica o no.

e Si a no es raiz de la ecuacion caracteristica, se ensaya como solucién particular de la ecuacion
diferencialu =Ae®

e Si a es raiz de orden de multiplicidad h de la ecuacién caracteristica, entonces se ensaya como

solucion particular de la ecuacion diferencial u=Ax"e &,

Ejemplos: Indique de acuerdo a las raices de la ecuacion caracteristica la forma de la solucion particular.

a)y"+9y=e laecuacion caracteristica es r>+ 9 =0, las raices ri» =+ 3i, luego u = A e>



b) y" +3y"+ 3y +y=e> laecuacion caracteristica esr*+3r2+3r+1=0,r = -1 raiz triple

(orden de multiplicidad 3), luego u = A x3e* .

C)y" -y =¢*(x?-1) laecuacion caracteristica esr2-1=0, ri» ==+ 1 luego
u=Dxe(Ax*+Bx+C)

Ejercicio: Resolver utilizando software cientifico y"+3y'+2y=4e** con y(0)=-2, y'(0)=3.
Graficar la solucion general y particular.

Solucion con Maple:

Expresion de ecuacion diferencial e ‘=d—22y(x) L3 (iy(x)j L oy(x) —4 et
dx dx

Solucién General m :y(x):(% (ex)S e I +_C2je-x

Condiciones Iniciales ini =y(0) = -2,D(y)(0) =3

Solucidn Particular F2=y(x) = (% () — % et %] o

Las graficas respectivas son:

Solucion General Solucidn Farficular
104 10

=104

-10 4

La solucion completa puede verse en: ANEXO ECUACIONES DIFERENCIALES (Pag 51)



I11- Q(x) es una funcidén sen bx o cos bx, es decir, Q(x) = sen bx.

Se debe analizar si + bi es raiz de la ecuacion caracteristica o no.

e Si £bi no esraiz de la ecuacion caracteristica, se ensaya como integral particular

u = A cos bx + B sen bx.

e Si = bi es raiz de orden de multiplicidad h de la ecuacion caracteristica, se ensaya
u = x" (A cos bx + B sen bx).

Si Q(x) = cos bx, se hace el mismo razonamiento.

Ejemplos:
a)y"+ 4y +4y=cos 2x, laecuacion caracteristicaes r’+4r+4=0, ri2 =-2, luego

u = A cos 2x + B sen 2x

b) y" + 4y = cos 2x, la ecuacion caracteristicaes r>+4=0, ri2 == 2i, luego

u =X (A cos 2x + B sen 2x)

V- Q(X) = e (Ps(x) cos bx + Qs(x) sen bx), donde uno de los polinomios Ps(x) 0 Qs(X) tiene grado sy
el otro no mayor que s o atn de grado cero.

e Si a = bi no es raiz de la ecuacion caracteristica, se ensaya como solucion particular

u = e® [Ps(x) cos bx + Qs(x) sen bx], donde Ps y Qs son polinomios de grado s.

e Sia = bi es raiz de orden de multiplicidad h de la ecuacion caracteristica, se ensaya como solucion

particular u = x" e [ Ps(x) cos bx + Qs(X) sen bx]

Ejemplos:
aQ)y"+2y +2y=e*(xcosx+3senx)
rP+2r+2=0, ro=-1+i

u=xe*[(Ax+B)cosx+ (Cx+D)senx]

10.2 METODO DE VARIACION DE PARAMETROS

Este método es (til para hallar una integral particular de una ecuacién diferencial lineal. Es aplicable no
solo a ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, sino a cualquier ecuacion diferencial
lineal.

Sea
YO +ay™ D+ L +any +any=Q(X) (1)



y suponiendo que la ecuacion homogénea tiene como solucion general

y=Ciy1 +Coy2 + ..... + ChYn (2)

Es decir que y1, Y2, ......, Yo forman un sistema fundamental de soluciones.
Se demuestra que existen n funciones Ci(x) que reemplazadas en (2) dan la solucion particular que
buscamos.

y=Cy(X) y1 + Co(X) y2 + ..... + Cn(X) Yn
Como hay n funciones de x que determinar y una sola condicion la ecuacion (1) a verificar, se imponen
(n-1) condiciones a los Ci(x).

Derivando y se obtiene
V=Ciyi'+ Coyo' + ... + Cryn' + Ci'y1 + Co'yo+ ... + Ci' Y
Le imponemos a las constantes la condicién

Clly1+C2ly2+ ..... +Cn'yn:0
La derivada segunda es

y'=Ciyi" + Coy" + ... +Chyn" +C'y' + Gy + . + Ch' yn'

con la condicién de que

Ci'yi'+Cl'y' + ... +Ch'yn' =

y asi siguiendo, la derivada n-ésima es

y® = Cryi® + Coyo® +....+ Coyn® + C1' y1 ™D + Cp' yo™D +...+ Cp' y™D

con la condicién de que
Ci'yi™ + Co'yo™D + .+ Co' v = Q(x)

Luego se tiene un sistema de n ecuaciones con n incdgnitas:



donde los C, (x) son las incégnitas.

Calculemos por ejemplo Cai(X)

0 YZ v yn
A
(n-1) (n-1)
. X . .
C.(x)= Q(x) ¥ Yn
Y1 Y, v Yn
i Y2 o Ya
yi"h oy (D

el determinante de los coeficientes es el Wronskiano. Es distinto de cero por ser y1, Yo, ....., yn linealmente

independientes. Por simple integracién se encuentra Cy(X).

En general, integrando C;(x)= | \% dx y reemplazando en (2) nos da la solucién particular buscada.

Debemos probar que v, V', ....., Y™ con las n condiciones arbitrarias impuestas, satisfacen la ecuacion
diferencial.

y = Ciy1 +Cay2 +..... + Cqayn

y'= Ciy1' +Coyo'+ ... + Chy'

y'= Ciyi" +Coy2" + .. + Cnyn"

Yy =Cry1® + Coya™W+ ..... + Croyn™ + Q(X)

reemplazando en (1)

Ciyi™ + Coyo ™+ ... + Coyn™ + Q(X) + a1[Ciyr™D + ... + Coyn™D] + ... + @na[Caya' + Coy2' + ... +
Cryn'] + an[Cay1 + Coyz + ..... + Coyn] = Ca[y1® + anyr ™V + ... + anya] + Co[y2™ + ..... + anay2' + any2]
,,,,, + Co[yn™+ ... + an1yn' + anyn] + Q(X) = Q(X)

Cada corchete es cero por ser yi, Y2, ....., yn solucion de la ecuacion homogénea. Luego Q(x) =Q(x) con

lo que se verifica la ecuacion diferencial.

Ejemplo: (D?+ 1)y = cosec X



La ecuacion caracteristicaes r’>+ 1 =0, las raices r12 = i, por lo que la solucion general de la ecuacion
homogénea v = Cy cos x + Cz sen x.
La solucion particular a ensayar u = C(x) cos x + Cx(x) sen x
u'=-Cysenx+ Czcos x+ Cz' cos x + Co' sen x
u"=-Cycosx-Czsenx-Ci' senx-Cy cos x
Para obtener los Ci'(x) se imponen las siguientes condiciones
Cicosx+Co'senx=0

-C1'sen x + C' c0s X = cosec X

0 sen X
1
COS X
. sen X = -
Cy(x)= 1 luego Ci(x) =-x
COS X sen X
sen X COS X
COS X 0
1
sen X 1
. sen X =
C,(x)= —  cosx entonces Cy(X) = In (sen x)
COS X sen X sen X
sen X COS X

u=-xcos X + (In (sen x)) sen x, solucion particular de la ecuacion completa

y = C1 cos x + Cz sen x + sen x In (sen X) - x cos X, solucion general de la ecuacion diferencial dada.

10.3 APLICACIONES DE LAS EC. DIF. DE SEGUNDO ORDEN

Se han desarrollado métodos para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales de segundo
orden. Los campos de las oscilaciones mecanicas y de las redes eléctricas son dos areas importantes
de aplicacion de esta teoria, en los cuales un gran nimero de fenémenos son gobernados por ecuaciones
de la forma:

mx" + cx' + kx = F(t), donde m, cy k son constantes, F(t) una funcién conocida y representa la
respuesta de un cierto sistema fisico, como una funcion del tiempo t.

En particular, esta ecuacion gobierna el movimiento de una masa que vibra en el extremo de un
resorte vertical.

Se verda detalladamente la formacion de dicha ecuacion.



Se analiza el caso de elongacion estatica de un resorte de longitud natural "I", debido a la accion de la

masSa m.

/

X
—/

)
\\\ {//
1Fu)
Esquematizando el problema:
1 1+Al+x
Al
=
\4 »
t

Al es la elongacion.
Las fuerzas que actlian sobre la masa son:

a) la fuerza de la gravedad mg = w (actla hacia abajo), donde g es la aceleracion de la gravedad y w
es el peso de la masa.

b) la fuerza del resorte que actla hacia arriba, kA4l.

Como en esta posicion la masa esta en equilibrio, estas fuerzas son iguales.

De acuerdo a la Ley de Hooke, la fuerza del resorte es proporcional a Al y tendrd magnitud k4l, k es

la constante del resorte. Puede calcularse para un peso conocido w, midiendo Al y haciendo uso de:

kal=mg
Nota: las dimensiones de k son: k="9 = fue__rza
Al longitud

En el problema dinamico estamos interesados en estudiar el movimiento de la masa cuando actla sobre

ella una masa externa o es inicialmente desplazado. Consideremos x(t) positivo hacia abajo



para denotar el desplazamiento de la masa desde su posicion de equilibrio. El desplazamiento x(t) es

debido a las fuerzas que actlian sobre la masa. Estas son:

1) su peso w = m g, que siempre actla hacia abajo.

2) la fuerza Fs debida al resorte que es proporcional a la elongacion (Al + x) y siempre actda para
regresar el resorte a su posicion natural; Fs = - k ( Al + x).

3) el amortiguamiento o fuerza resistente Fq. Esta fuerza puede ser debida a las propiedades viscosas
del fluido en el cual se mueve la masa (resistencia del aire por el momento) o, que el movimiento
de la masa se realice en aceite o con un mecanismo amortiguador. En cualquiera de los casos, la
fuerza de amortiguamiento actuara en una direccion opuesta a la del movimiento de la masa.
Fo=-cx'.

4) Una fuerza aplicada F(t) dirigida hacia abajo o hacia arriba, debida al movimiento del resorte
donde esta anclado el resorte 0 a una fuerza aplicada directamente sobre la masa. De acuerdo a la
Ley de Newton:
mg+ Fs+ Fq+ F(t) =mx", reemplazando Fsy Fq4 mg -k (4l +x) -cx' + F(t) = m x"
como k Al = m g, la ecuacion diferencial que se obtiene es:

mx" +cx' +kx=F() ()]

Vibraciones Libres

Si no hay fuerza externa ni amortiguamiento, la ecuacion (1) se reduce a: mx" +kx =0

g . , k. k.
Cuya ecuacion caracteristicaes mr+ k = 0, rn= +. ./ —1 rh=-, —1
m m

X = A €0S Wot + B sen wot 1)

k L
donde W2 = =,y W, es lallamada frecuencia circular.
m

Ay B se determinan para un problema en particular por las condiciones iniciales.



R cosd

x(t)=Rcoswyt—0)

»

5

wot

Podemos escribir (1) como
X(t) = R cos(wot - ) , cuyo periodo T =27/ Wo
X(t) = R(cos wot cos & + sen Wot sen o)
(ésto resulta de resolver las ecuaciones A = R cos 5, B =R sen § para ¢, con R = (A2 + B?)").
Nota: X = A cos Wot + B sen wot, también se puede demostrar que X = r sen(wot - ) donde ry & se

determinan en términos de Ay B.
Vibraciones Libres Amortiguadas

Si se incluye el efecto del amortiguamiento, la ecuacion diferencial que gobierna el movimiento libre
es mx"+cx' +kx=0

Las raices de la ecuacion caracteristica son

a)c2-4km>0, x=Ae"'+Be"! (riyr2<0)

b)c2-4km=0, x=(A+Bt)e Gn"

c)c’-4km<0,

4km - ¢2
2m

C
x=¢ (57 ' (Acosut+Bsenut), con u= >0

En los tres casos, x(t) — 0 cuando t — oo, por lo tanto, el movimiento decae con el transcurso del
tiempo. Esto es claramente cierto independientemente de las condiciones iniciales, es decir, sin
importar los valores de Ay B.

Los primeros dos casos, ecuaciones a) y b) que se denominan movimiento amortiguado y criticamente
amortiguado respectivamente, representan movimientos en los cuales la masa desplazada regresa

lentamente a su posicion de equilibrio.



El tercer caso c¢), conocido como movimiento periddico amortiguado, frecuentemente se presenta en
sistemas mecanicos y representa una vibracion amortiguada. Nuevamente, haciendo A =R
cosoyB=seno

Graficamente:

x(t) 4 x(b)

X

X

mov. sobreamortiguado mov. criticamente amortiguado

C) queda:

C
x()=Re (55 tcos(ut-d)

Graficamente:

R cos &

Vibraciones Forzadas

Consideremos ahora el caso en el cual se aplica al sistema masa - resorte, una fuerza externa periodica
Fo cos wt. La ecuacion del movimiento es m x" + ¢ X' + k x = Fo cos wit.
Supongamos que no hay amortiguacién, entonces la ecuacion se reduce a:

m x" + k x = Fo cos wt



. / k .
1) Denominando  @,=,/— #®, la solucion general es
m

Fo

cosmt
M(w2-»?)

(1 X(t)=C1C0S @ot+CoSeNp t+

donde C; y C> son determinadas por las condiciones iniciales.

El movimiento resultante es, en general, la suma de dos movimientos peridédicos de periodos y
amplitudes diferentes.

Supongamos que la masa esta inicialmente en reposo: x(0) =0 y x'(0) =0, entonces:

Fo

—_— C.=0
M (05-w?)

C1=
y la solucidn de la ecuacion (I1) es:

X(t)= L(cos Wt - COS wy t) 2
m (wo - W)

Haciendo uso de identidades trigonométricas y ciertas suposiciones se puede escribir (2) de la forma

2|2:0 g Sen(WO'W) (wo+W)
m(wg-w*) 2

tsen t

X ()=

Este fendmeno se conoce por el nombre de batido.

Graficamente:
x(t),

2F,
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[wo =Wl
2) Supongamos que W = Wo, 0 sea que el periodo de la fuerza externa sea el mismo que el periodo

natural del sistema, entonces

Fo
2 MWy

X(t)=Cyrcoswy t+Cyosenw, t+ tsenw, t



Como la presencia del término t sen wot no depende de C1 y Co, el movimiento no estaré acotado
cuando t — oo.

Este fendbmeno se conoce como resonancia.

80 —~ ‘r];ll-"
ll |
604 ‘1' \ F
I x(t) = —2 tsen(wt)
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| | 0
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Redes Eléctricas

Consideremos el flujo de corriente eléctrica en un circuito simple en serie.

Por la segunda Ley de Kirchoff "en un circuito cerrado, el voltaje aplicado es igual a la suma de las
caidas de voltaje en el resto del circuito”, por lo tanto:

di 1
L—+RI+=Q=E(t
o c Q=E()

Como I =dQ/dt entonces LQ" + RQ' + (1/C)Q = E(t)

Es interesante observar la analogia entre el problema de vibraciones mecanicas y el de circuitos
eléctricos.



R resistencia C capacitancia

| s
‘ T

a
AT
L, inductancia

E(t) Voltaje impreso

Sistema Mecénico Circuito eléctrico
mx" + cx' + kx = F(t) LQ" + RQ' + (1/C)Q = E(t)
desplazamiento X carga Q
velocidad X' corriente I
masa m inductancia L
amortiguacion ¢ resistencia R
constante resorte k elastancia 1/C
fuerza aplicada  F(t) voltaje aplicado E(t)

11. SISTEMA DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Hasta ahora hemos resuelto solo una ecuacién diferencial. Sin embargo, muchas aplicaciones fisicas
requieren de mas de una ecuacién para describir la situacién, o sea usar dos o mas variables
dependientes siendo cada una funcidn de una misma variable independiente (por lo general el tiempo).
Estos problemas conducen a plantear un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias. En general
denotaremos la variable independiente con t y mediante x,y,z,...... las variables dependientes.

Por ejemplo un sistema de dos ecuaciones diferenciales de 1° orden tiene la forma:

{f (t,x,y,x,y')=0
g(t.,x,y,x,y")=0

Solucioén del sistema:

La solucién de un sistema como el anterior es un par de funciones x(t) e y(t) que satisfagan cada
ecuacion del sistema en algun intervalo | de valores de t, en forma simultanea.
Los ejemplos siguientes muestran como surgen algunos sistemas de ecuaciones diferenciales:

Ejemplo 1: Supongamos que dos masas mi y my estan sujetas por dos resortes de constantes ki y ko.
Sobre la masa my actia una fuerza externa f(t). Sean x(t) e y(t) los desplazamientos de las masas m: y
my respectivamente, desde la posicion de equilibrio.



kl ma k

L— > x( — v

ChmEEEERyRl

Si a las dos masas le aplicamos la ley de Newton obtenemos el sistema:

{ m X" = —k X +kj (Y —X)
myy" =—k, (Y —Xx)+ f(t)

Si por ejemplo mi=2 ; m=1; ki=4 ; ko=2 y f(t)=40sen3t en sus correspondientes unidades
fisicas, queda:

2X" =—6x+2y
y" =2x-2y+40sen3t
La solucidn del sistema son las funciones que representan los desplazamientos x(t) e y(t)

Ejemplo 2: Se considera la siguiente red eléctrica.

L (2 H) C(0,008 F)

E (100 V)

—_ R1
—_ (50 Q) é R2 (25 Q)

I,

donde I1(t) es la corriente que atraviesa a L e Ix(t) es la corriente atraviesa a Ro. La corriente que pasa
por la resistencia Ry es | = 11 - .. Aplicando la ley de Kirchoff al circuito de la izquierda, queda:

al,

L+R(1-1;)=E

Aplicandola al circuito de la derecha:

—%Q+RZIZ+R1(|2—I1)=0



dQ

siendo Q(t) la carga del capacitor y i I,, derivando

_1|2+R2%+R1 di_% =0
c dt dt  dt

reemplazando valores:

—50%+75%+125|2 =0

La solucion del sistema son las corrientes en el circuito I1(t) e Ia(t).

11.1 SOLUCION DE SIST. DE EDO: METODO DE ELIMINACION

El objeto de este procedimiento es eliminar sucesivamente las variables

dependientes hasta que quede solamente una ecuacion con una Unica variable dependiente. Después
de que se tenga la solucion de esa ecuacion, las otras variables dependientes se determinan a su vez
usando las ecuaciones diferenciales originales o aquellas que hayan aparecido durante el proceso de
eliminacion.

Este método es bastante similar al que se emplea para resolver sistemas algebraicos por eliminacién
de variables. Es conveniente para el caso de sistemas pequefios y manejables, aquellos que no

contienen més de dos o tres ecuaciones.

Ejemplo: Considere el siguiente sistema.

{ X'=X+Yy (1)
y' =4x+y (2)
Si de la ecuacion (1) despejamos 'y, y=X'-X 3
derivando y'=x"—x", reemplazando en la ecuacion (2)
X'=X'=4X+ X=X ; se elimind la variable y, luego
X"-2x'-3x =0 es una ecuacion. diferencial de 2° orden.

La ecuacion caracteristica es r> —2r—3=0 y sus raices =3, r.= -1, luego la solucién general

es x(t)=C1e3t +C2e‘t . Paraencontrar y se usa la ecuacion (3), asi



x'(t)=3C,e® —C,e" y porlotanto y(t)=3C,e* —~C,e™ ~Ce* -Cpe™".
Por lo que la solucion general del sistema es:

y(t)=2C,e* -2C,e™

Meétodo de eliminacion: Es Util sobre todo para sistemas de orden superior a uno y cuando son

sistemas no homogeéneos.
Usando el ejemplo anterior:

X'-x-y=0
—Ax-y-y'=0

Usando el operador D = di
X

Dx—-x-y=0 .
, 0loque es igual

-4x—-y+Dy=0

Trabaja con el método de eliminacion:

y=(D-1)x
—4x+(D—-1)(D-1)x=0, seelimind la variable y
—4x+(D—1)2 Xx=0, —4x+(D2 —2D+1)x:0

—4X+ sz—2Dx+x:O, —A4X+X"-2X'+x=0

ecuacion diferencial de segundo orden en x, X"—2x'—3x =0, ecuacion caracteristica
r2—2r-3=0
ri=3 y r,=-1, lasolucion general es:

Para encontrar la variable y:

y=(D-1)x, y=Dx-x porloque y=X—X,

asi la solucion general es:
y(t)=2C.e* —2C,e™



Por lo que la solucion general del sistema dado es:

X(t)=Ce* +C,e™

y(t)=2C.e* —2C,e™

X X
Ejemplo: Resolver el sistema {y' y que verifica x(0)=1,y(0)=1, utilizando Maple.

_d
eqnl = o x(t) x(1)
eqn2 ==L (6) =x(1) — (1)
q 5 y
La solucion general es: {x(n=_c2ey()=(C2t+ CI)e™'}
Las condiciones iniciales son: x(0)=1,y(0)=1
La solucion Particular es: {x(n=e"y@)=0+1) e}

La grafica de la solucidn Particular es:

Grafica Solucion Farficular

|




11.2 REDUCCION DE UNA EDO DE ORDEN N A UN SISTEMA DE EDOs DE ORDEN 1
Supongamos la ecuacion:

y(n) =—Y - Y — e —an_ly(n_l) + f (t) (4)

" -1
y=X; 5 Y =Xy Y =X5 e ’y(n) X,
entonces:
yl — Xll — X2
y|| — X|2 — X3
n-1 1
y( ) =Xpog =Xy

reemplazando en (4)

Xln == _aoxl _a1X2 YT I I _an_lxn + f (t)
[ X1=%
X' = X3

()

(5) es un sistema de ecuaciones diferenciales de 1° orden.

Ejemplo: Exprese en forma de sistema la siguiente ecuacion diferencial
X +2x —8x=¢e"; x(0)=1, x(0)=-4

Solucién: despejando X =—2 X + 8x + ' (6)



Definiendo xi(t)=x y X, (t)=x, como laecuacion diferencial es de segundo orden se necesitan

dos variables nuevas, se obtiene x; = X, .

Reemplazando en (6) X =—2X + 8x+e'= —2x,+ 8x, + €', asi el sistema tiene la forma:

! t

la solucion del sistema es:  x,(t) = Mlopa, Lo _L1a
30 6 5

Xz(t) :_% e—4t+ % e2t _%et

Como xu(t) = x, la solucion de la ecuacion diferencial dada es:

31 4 1 o 1
X(t)=x(t)=—e"+=e" —=e
(1) =x(t) = 5 c

12. ANEXO ECUACIONES DIFERENCIALES

Raices reales y distintas
Si una ecuacion caracteristica tiene "n" raices reales y distintas ri, rz, ....., rn, la ecuacion diferencial

tiene por solucion general
y:cler1X+C2eer+ _____ +Cnernx (4)
donde los cj, con i=1, 2, ....., n son constantes arbitrarias.

Esto se cumple siempre que sea una combinacion de funciones linealmente independiente

Supongamos tener una combinacion linealmente dependiente, o sea que:

Kie™'+Kze™ +....+K,e""=0

con algun Ki =0, por ejemplo K; #0, entonces despejando e * se obtiene:
rgX — K2 rs X Kn rnX
gt =-—e -—e
K1 K1

reemplazando en (4) obtenemos:



KZ raX Kn

y=c[-——e™-..-—e™]+ce . Fcre™
1 K1
K K K
y=(c2-ci—2)e™ +(cs-ci—)e ™+t (co- 6 — 1) e
1 Ki K1

La que se puede escribir de la siguiente forma
y=cr e +ce o tcre”
que es una combinacion lineal de n-1 constantes, por lo que no es la solucion general de una ecuacion
diferencial de orden "n".

Veamos una forma general de probar cuando una combinacion lineal de soluciones es independiente.
Sea L(D)y =0, si la solucion general de ecuacion homogénea es y = C1y1 + C2y2 + ..... + Cayn Se llama

determinante Wronskiano o de Wronsky al formado por

Vi Yoo, Y,
We Yo Y Y,
yl(n—l) yz(n—l) ............. yr](n—l)

Si W = 0 entonces las funciones son linealmente independientes y reciprocamente.

Considerando (4), el Wronskiano tiene la siguiente forma

g"* B2 gh* 1 1o, 1
X r, X X
rlel 1 r2e2 ................... rne _ el’lxeer ......... 6 X rl rz .............. rn
(n-1) i1 x (n-1) 1, x (n-1) \ryx #0 N1, n-t n-1
r" e o, e L ri"en PR PR o
DetVandermonde

Se demuestra que el determinante de Vandermonde es:
(re-r2)(r1 - ra).....(re - ra)(r2 - r3).....(r2 - rn).....(rn-1 - rn)
como las n raices de la ecuacion caracteristica son reales y distintas, éste es distinto de cero, por lo

tanto el Wronskiano también lo es y la combinacidn es linealmente independiente .

Raices Coincidentes o Multiples
El analisis se hara sobre una ecuacion diferencial de segundo orden y" +ai1y' +axy =0 con raices r =
r. = r, para luego generalizar estos resultados.

Con el razonamiento anterior podriamos pensar que la solucion general es:

y=Cie™*+Cze"™*=(C1+Cz)e"*=Cse"



observamos que tiene una sola_constante arbitraria, luego no es solucion general de la ecuacion dada.
Por lo tanto ensayamos como solucion y =ue™ con u=u(x) por ahora desconocida.
y'=ueX+rue*, y'=u"e*+2rue*+r?ue™, reemplazando en la ecuacion dada
[U"+2ru+rPfu+au'+aru +aule*=0, operando

u'+u 2r+a)+u(P+ar+a)=0

r>+air+a, esigual aceroporserrraiz, y 2r+a; también es cero por ser la derivada de la
expresion anterior. Se obtiene u" = 0, integrando dos veces se encuentra que u = C1 X + C luego la
solucion generales:y = (C1x + C2) e™.

Se afirma que e™ , xe™ forman un sistema fundamental de soluciones, dejando la demostracion a

cargo del lector.

Generalizando, en el caso de tener una ecuacion diferencial lineal de orden “n”, cuya ecuacion

(193]

caracteristica tiene “n” raices coincidentes, tenemos como solucion general :

y=(Cix"+Cox"2+ ........... + Cna X + Cp) ™
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