FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

Ejercitacion Unidad 1

Ejercicio 1.

a. Clasifique los siguientes campos en escalares o vectoriales.
b. Determine el conjunto de partida y de llegada.

c. Determine y grafique el campo de existencia en cada caso.

Q) f(x,y) = Ziz calcule f (4,2) b) f(x,y) = In(9 — x2 — 9y?), calcule f (2,1)
0) f(x,y) =Vx— [y d) f(x,y)=eYi+x2]  calcule f(1L,1)
e) f(x,y,z)=xy17+22] f) g(t):tj/zf+t3]

Ejercicio 2. Dado el campo vectorial g(x,y) =y i —xJ
a) Calcule y grafique en el plano g(1,3), 3(-1,2), 3(1,3).
b) Evalue y grafique el campo vectorial dado sobre 4 puntos de la circunferencia de ecuacion
x2+y2=1

c) ¢ldentifica en la gréafica del apartado b) la forma del campo con un concepto de fisica? Indique
cual.

Ejercicio 3. Seleccione el campo vectorial correspondiente a cada una de las graficas marcadas de |
a IV. Fundamente su eleccion.

R et ab bl i SN NN L U SR U
R s LN NN R
NN NN N e 2 S e e T L UL U O SR O |
VNN R e e SRR SR SR O
[ T AT AV A A il BRI N )
Lyv v ror ottt O vror 7/
‘l {4{ - o 7" ‘j{l T -2 0 4. g
A SRR SoL T B
A A O B U U N I T -
VAP AP O N T J T R N
A N L N N L NN PLyya NN e —
S e e e R R R R T O N T
AP ek CE e S NN L\,\\.\\ b e e Tw e
i - 1V -
NNV NN N A A T
NN NSNS NN
e e i NN NN e S
ASATNNKN ] A NNNS NN N N s s - 2SS
A2 PRRANT A NRN NNNNS T e eSS
AT NNN AN NN N s s 'f//'/',/;
2 B R 0 2 {
NS NN v R IR
R R e N N 4 NNNN sy eSS
NNA Y NN NN N N - AT
ot p e et ] e n n e e NN NN N e A
AATNRNT A2 NN ét:::wf::jﬁ;;
SAATANRNNT /A TNN




FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

a) Flx,y)=Im(1+x*+y)i+xjJ

b) F(x,y) = sen (x) T+ sen(y)j

c) Fix,y) =yi+xj

d) F(x,y) = 2x—-3y)i+ (2x+3y)J

Ejercicio 5: El vector de posicion de un objeto que se desplaza en el plano estd dado por
T(t)=ti +t*J, te(0,2). Encuentre velocidad y aceleracion del objeto. Grafique.

Ejercicio 6.
1. Defina Curva de nivel
2. Determine curvas de nivel de las siguientes funciones y grafique dichas curvas.

a) z=4x+2y+1 b) z:\/25—ix2+y2i

c) 2= d) z:y2+4x2

x2 +1

Ejercicio 7. Grafique la funcion y trace curvas de nivel de z= 34 ys +3xy.

Usando software, por ejemplo: Para z = y-cos(x)

- En Matlab® =» ezmeshc(‘ y*cos(x) ’,[-pi,pi,-1,1])

- En Maple® =>» with(plots):
f:=(x,y) -> y*cos(x):
contourplot(f(x,y), x=-n..w, y=-1..1);

y cos(x)
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En Geogebra, en 3D escribir la funcion y se deben calcular las curvas de nivel amano y luego graficar.
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Ejercicio 8. Asocie a cada grafica de la funcion su mapa de contorno.

Ejercicio 9.
I. De la definicion de derivada parcial de z= f(x,y)respecto a y e interprete geométrica y
graficamente.

I1. Calcule las derivadas parciales primeras de las siguientes funciones.

a) f(x,y):e"y2 +x , evaluar en (1,0) b) f(xy,z)=2z%+Inxy, evaluaren (1,1,1)
c) g(t,x)= V2 422 d) floxy)=x*"
e) f(rlé’,cﬁ):rz -sen@-cos f) f(x,y)= 2.x? —# , evaluar en (2,1)

Q) f(x,y) =%-sen32x

[11. Calcule las derivadas sucesivas fy, , fxy , fyy para las funciones de los apartados a) y b).

Ejercicio 10. El precio de una vivienda P en funcion de la superficie S y de la calidad de los

or
materiales C viene dado por una funcién P(S,C). Analice si es razonable decir que rold 0.
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oP
¢ Y es razonable pensar que 25 sea negativo?

Ejercicio 11. a) En la funcién z = x* + y?, encuentre la recta tangente en el punto (1,2,5) en el plano

x=1.Grafique para z<9. ¢(COmo es la variacion de la funcion en la direccion de y cuando x se
mantiene fijo?

b) Dada la funcién z = 9-x2 —yz, encuentre la recta tangente en el punto (2,1,4) en el plano y=1.
Grafique e interprete.

Ejercicio 12. Determine la region R en la cual las siguientes funciones son diferenciables.

a) f(x,y) =In(2x+y?) b) f(X,y)=+2y+(x-1)°

c) f(u,v) =sen(u’v).e* d) f(x,y)= %
(y"+x)

Ejercicio 13. i)- Defina diferencial de z= f(x,y). Indique a partir de qué concepto surge esta
definicion.
ii) Cual es la interpretacion geométrica del diferencial

Ejercicio 14. Calcule el diferencial primero y segundo de las siguientes funciones, y de la expresion
del mismo para los puntos dados.

a) f(x,y) = y+cos(xy), P=(z.1) ;b)f(x,y)zg, P=(12)

Ejercicio 15. Determine el incremento aproximado en el volumen de un cilindro recto si su altura

aumenta de 10 a 10,5 cm y su radio crece de 5 a 5,3 cm. ¢ Cual es el nuevo volumen?

Ejercicio 16. Defina Vector Gradiente Vf (X, y) y encuéntrelo para los siguientes campos reales.
a) f(x,y,z)= %/Z+3xy2

b) w(u,v)= uln(vz) , P=(1,1). Grafique

c) f(x,y):exzy +yx, P=(1)

Ejercicio 17. Dada g(x,y) = x— y2

a) Encuentre Vg(3,—1) y determine la recta tangente a la curva de nivel g(x,y)=2 en (3,—1).

b) Grafique la curva de nivel, la recta tangente y el vector gradiente. Enuncie la propiedad

utilizada.
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Ejercicio 18.

1- Dada la superficie z= x? +y2. Halle el vector normal, el plano tangente y la recta normal en el
punto (1,1, 2). Grafique.

2- ¢Qué condicion debe cumplir la funcion z = f(x,y) para admitir plano tangente? Justifique.

Ejercicio 19.

I- Defina Derivada Direccional e interprete geometrica y graficamente

I1- Calcule la derivada direccional de:

2
a) z= x?+ y en el punto (2,1), en la direccion del vector v =2i +2j

3
b) z=xY +y—3x en (1,2) en la direccion que forma %7[ con el eje de las x.

C) z= y3 —3x2y — Xy en Po=(3,1) en la direccion que va de P1=(2,2) a P.=(-1,6).

Ejercicio 20. Considere la funcion f(x,y) = x2y* . En (1,1) ;Cudl es:

a) Latasa de cambio de f(x,y) en la direccién dei ?
b) Latasa de cambio de f(x,y) en la direccion de i-j ?
c) Latasa de cambio de f(x,y) en la direccion de j ?

Ejercicio 21. Considere la funcion f(x,y)=x+ y2. Determine la curva de nivel f(x,y)=1,
grafiquela. Calcule el vector tangente a la gréfica en el punto (0,1), grafiquelo. Determine el valor de
la derivada direccional de la funcién en (0,1), en la direccion de este vector. Obtendra el mismo

resultado si repite el procedimiento anterior en cualquier punto de la misma curva de nivel?. Justifique

Su respuesta.

Ejercicio 22.

a) Si f(x,y)=ex23/ y u=(0), v=(0,1). Calcule D;f(x,y), D, f(x,y). ;Qué relacion existe

entre estas derivadas direccionales y las derivadas parciales de la funcion f(x,y)?

b) Determine la direccion en la cual la funcion T (x,y) =y %" *=Y) disminuye mas rapidamente

en el punto (1,1) y halle esa razén de cambio.

Ejercicio 23. De una funcidn diferenciable en todo R? se sabe que el plano tangente a f (x,y) en el
punto (1,2) es: 2x + 3y + 4z = 1. ;Se puede calcular con estos datos la derivada direccional de f en la

direccion de vV =(2,2) en el punto (1,2)? ;Cuél es ese valor?

5
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Ejercicio 24. Si la ecuacién de la recta normal a la superficie z= f(x,y) en un punto P viene dada
por: 2(x—2):y?_3:—(z—2)

a) Determine el valor de la funcion en Py vf(P)

b) Calcule la derivada direccional de z= f(x,y) en P y segln la direccién que forma 45° con
el eje x.
c) Obtenga la ecuacion del plano tangente a la superficie en P.

Ejercicio 25. La elevacidon de una montafia sobre el nivel del mar en el punto P(x,y) es f(x,y). Un
montafiista en P nota que la pendiente en la direccion este es -1/2 y la pendiente en la direccion norte
es -1/4. ;En que direccidn debe moverse para el descenso mas rapido?

Ejercicio 26. Un esquiador esta descendiendo una montafia (suponga que la forma de la montafa
responde a f(x,y) = x3 — y>. Se encuentra en el punto de coordenadas (2,-1,9). ¢ Descendera mas
rapido si lo hace en la direccion que apunta hacia el norte? ;O en qué direccion lo hara?.

Ejercicio 27. ) Enuncie y demuestre el Teorema de la Regla de la cadena

I1) Halle, utilizando regla de la cadena: (;—];

a) z=X+Y?, con x=sen(%j, y=2t calcule f'(2)

y

b) f(X,y,2) =X’y + =, con x=t-1,y=t>-1,z=Int?
z

c) f(x,y,z) = x?ye"* con x=t>+t, y=t*+1,z=t"+2

ow 0

Ejercicio 28. Halle —W,—W por regla de la cadena:
ou ov

a)w:In(xz—Zyz), Con X =COSvV , Y=Uu-0v

b) w=x"" +yz, con x:u+v,y:—v,z:u2

Ejercicio 29: Sea z = f(g(ty, ty, t3), h(ty, ta, t3))

a) Realice el diagrama mostrando las relaciones entre variables.

b) ¢Cuantas variables intermedias hay en el diagrama? ;Qué tipo de derivadas las involucra?
c) ¢Cuantas variables finales hay? ;Qué tipo de derivadas se pueden obtener?

0z
d) Obtenga la TS

L dz . @ d d d
Ejercicio 30: Obtener Zsi =34 ; Z = : Z =y X Y —
dt ox dy dt
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Ejercicio31: Seaz=f(x,y) con x = u? —v? ; y= v?—u?
a) Demuestre que u Z_i + v Z—i = 0 . Realice el diagrama correspondiente.
b) Verifique cuando z =sen (X + 2y)

Ejercicio 32.

1) Enuncie el Teorema de existencia y unicidad de la funcion implicita de una variable.

I1) Verifique las condiciones y calcule la derivada % en los puntos indicados en cada caso.
X

y
a) F(x,y)=sen(x+y)+e* =0 calcular la derivadaen P = (—%,0) yen P, = ( 7z)

b) F(x,y)=e" —xy? +x3-2=0en P, =(1,0)

Ejercicio 33. Halle por derivacion implicita las primeras derivadas parciales de z en el punto indicado

en cada caso. Justifique el procedimiento realizado.
a) F(x,y,2)=x%+y?+2% +xy+2z-1=0 en P =(0,-1,0)

b) F(x,y,z)=x+sen(y+z)=0 en P :(o%%}

Ejercicio 34.
a. Encuentre una aproximacion lineal de la funciéon f(x,y)=2+In(x—3y) en (7,2).

b. Utilice el ftem anterior para aproximar f(6,9; 2,06). Calcule el valor exacto de f(69;2,06)y

comparelo con el aproximado.
Ejercicio 35.

a) ¢Qué condicion debe cumplir z = f (X, y) para poder ser desarrollada en Serie de Taylor? ;Por

que? Haga el desarrollo por Serie de Taylor hasta el ordennde z= f(x,y).

b) ¢Para qué se utiliza este desarrollo?

c) Desarrolle la funcion f(x,y): In(x2+y) en potencias de x e y-1 hasta el segundo grado.

d) Halle el polinomio de tercer grado que mejor aproxime en el origen a la funcién
f(x,y)=sen(x)-sen(y).
e) Utilice la férmula de Taylor hasta segundo orden para aproximar la funcién

f(xy)=cos(yx) en (xo,Yo) =[§ 1)-
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Ejercicio 36. Dada la funcion f(x,y)=ye™, (a,b)=(0,1) determine:
a) Laaproximacion de primer orden en (a,b) y utilicela para calcular f (0,1; 1,2).

b) La aproximacion de segundo orden en (a,b) y utilicela para calcular f (0,1; 1,2).

c) Compare los resultados anteriores con el valor exacto de f (0,1; 1,2).

L - : 94 _
Ejercicio 37. Observe las siguientes curvas de nivel o V£(23)
f (x,y) =k de una funcion diferenciable. Complete. g:
/5_.
a) f(2,3)=.... //j %_
b) si VF(23)=[46], f,(29)=... ¥ F,(23)=... {7 %
c) ¢ Cual es el valor de la derivada direccional maxima en [\'4\ -QK;%:/ }/
1. /
(2,3) y en qué direccion se da? \\3__/ /
s [

d) Halle una aproximacion lineal de la funcién en un entorno
de (2,3). Estime el valor de la funcion f en (2.1, 2.9).

e) Si la funcion tiene un Unico extremo, ¢presenta en (0,0) un maximo 6 un minimo?, Justifique
f) Elija uno de los siguientes graficos para la funcion z = f (x, y) . Justifique con dos argumentos

distintos.

Figura a Figura b

Ejercicio 38.
a) Defina extremo relativo y absoluto de z = f(x,y)en P, (X,.Y,) -

b) ¢Qué analiza para saber si tiene un maximo o un minimo?

c) Enuncie las condiciones necesaria y suficiente de extremo relativo. ¢Por qué analiza el signo

del Hessiano?
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Ejercicio 39. Calcule y clasifique los extremos de las siguientes funciones:

a) f(x,y)=%(x3+y2)—2x2+y+1 b) f(x,y)=x2+y2+xy+6x+1

C) f(x,y)=x3+y3—3x2 -12y+2 d)f(x,y)=2x2+xy2+6x2+y2
2

e) f(x,y)=x3+xy? f)f(x,y):xy2+6xy+x?

Grafique las funciones de los apartados anteriores y verifique los extremos encontrados.

Ejercicio 40. Las siguientes figuras corresponden a la funcién z = xexp(— — yz). Analicelas y
concluya:

a) ¢Qué puede observar respecto de la relacidn entre el vector gradiente y la curva de nivel?

b) ¢Si se ubica en un punto dado de la superficie en qué direccidén puede observar que aumenta mas
rapidamente? ¢ Y en cual disminuye mas rapidamente?

c) ¢Cuénto vale el gradiente en los puntos extremos de la funcion?

d) Clasifique dichos extremos ¢Qué puede decir respecto del plano tangente en estos puntos?
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Ejercicio 41. a) Observe el mapa de contorno y el campo gradiente de las siguientes funciones,

clasifique los extremos de las mismas.

b) ¢Algunos de estos mapas de contorno corresponden a las funciones del ejercicio 30? Sefiale

cudles.
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