INTEGRALES DE LINEA

INTEGRALES DE LINEA
B 1-introduccion "

Las integrales de linea son importantes en Matematica Aplicada y Bésica. Se presentan al estudiar

el concepto de trabajo, la energia potencial, el flujo de calor, la circulacion de fluidos y otros
problemas fisicos en los que se analiza el comportamiento de un campo escalar o vectorial a lo
Iar?o de una curva. B | | b ,:E’\.D |
La integral es linea es similar a una integral simple: fa f(x) dx excepto porque no se integra
en un intervalo [a,b], se integra sobre una curva C, este es el dominio de integracion, D, y el
integrando, I, puede ser un campo escalar o un campo vectorial.

Por esto estudiaremos cada caso posible, comenzando con el camino de integracion, la curva C, luego

las integrales de campos vectoriales y las integrales de campos escalares.

& 2 - Dominio de integracion

Imagine que una particula se mueve a lo largo de la curva C mostrada en la figura 1. Es imposible
describir C por una ecuacién de la forma 'y = f (x) porque C es una funcién multiforme (no cumple
con la prueba de la recta vertical). Pero las coordenadas

x e y de la particula son funciones del tiempo, t, por C
ejemplo,y por tanto, se puede expresar por medio de x {x, ¥} = fie), g(t)

~_

forma més conveniente de describir una curva y da

=f(t) e y=g(t). Este par de ecuaciones suele ser una C,/’f’_\),

lugar a la siguiente definicion. / 0 x

Figura 1
Suponga que x e y se dan como funciones de una tercera variable t (llamada parametro) mediante
las ecuaciones x=f(t)e y=g(t) (Ilamadas ecuaciones paramétricas). Cada valor de t determina
un punto (x, y), que se puede representar en un plano coordenado. Cuando t varia, el punto (x,y) =
( f (), g(t)) varia y traza una curva C, que llamamos curva paramétrica. El pardametro podria
identificarse con una letra distinta a t. Pero en muchas aplicaciones de curvas paramétricas, t denota
el tiempo y, por tanto, se puede interpretar a (x, y) = (f (t), g(t)) como la posicion de una particula en

el tiempo t.
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Ejemplo: Bosqueje e identifique la curva definida por las ecuaciones paramétricas
x=t-2t , y=t+1
Solucién: Cada valor de t da un punto sobre la curva, como se muestra en la tabla.
En lafigura 2 se grafican los puntos (X, y) determinados por varios valores del parametro t, uniendolos

S€ genera una curva.

Ya
t ¥ v =4
-2 g | —1 23—
-1 3 0 (=217
0 0 I (=14
1 —1 7 ' "\H:[J. 1)
? 0 3 1=0| . 8
3 3 -1- 0 =g L
4 8 5 f=—2
FIGURA 2

Una particula cuya posicion estd dada por las ecuaciones paramétricas, se mueve a lo largo de la curva
en la direccion de las flechas a medida que t aumenta. N6tese que los puntos consecutivos marcados
en la curva aparecen en intervalos de tiempo iguales, pero no a distancias iguales, por la forma de las
ecuaciones paramétricas de x e y. En el ejemplo 1 no se restringe el parametro t, asi que asumimos
que t puede ser cualquier nimero real. Pero algunas veces restringiremos a t a un intervalo finito. Por
ejemplo, la curva paramétrica con 0 <t <4, que se

ve en la figura 3 es la parte de la parabola del ejemplo 8.5)

1 que empieza en el punto (0, 1) y termina en el punto o

(8, 5). La punta de la flecha indica la direccion en que

f/"_'\

se ha trazado la curva cuando t se incrementa de 0 a 4.

En general, la curva con ecuaciones paramétricas x= 0 x

f(H)e y=9g() con a<t<b
tiene un punto inicial ( f (a), g(a)) y un punto terminal FIGURA 3

(f(b), g(b)).

2.1. Parametrizacion de curvas.
Si x(t), y(t), z(t) son funciones continuas, entonces el conjunto C de los puntos del espacio, (x,y,z),
donde x=x(t) , y=y(t) , z=z(t) , se denomina curva en el espacio. Estas ecuaciones se

denominan ecuaciones paramétricas de C y t es el parametro.
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Se considera vector posicién de una curva en el espacio a, F(t)=x(t)i + y(t) j + z(t)k cuyo
origen coincide con el origen de coordenadas y su extremo es el punto P de la curva C, cuya
ecuacion paramétricaes r= F(t) , t es un pardmetro lineal que se mueve en el intervalo [a, b]. la

curva resulta trazada por el extremo del vector posicion.

ZA

<

(1) v(t)

to
x(t)

ta

Algunas ecuaciones de curvas en forma paramétrica y vectorial a partir de la ecuacion cartesiana
en R2.

a) Paralarecta y=-3x+2

la representacion vectorial es y
Ft)=ti+(-3t+2)] 2
2/3 X
y la paramétrica | \ | lr
C(t):{ X=t 0 t 3
y=-3t+2

b) Para la circunferencia de radio 3 y centro en el origenes x2+y?=9

la representacion vectorial es

r(t)=3costi +3sent j

y ‘
y la paramétrica es /

27




C(t)= x=3cost
y=3sent

2 2

c) Paralaelipse X—+y—:1
4 9

la representacion vectorial es
r(t)=2costi +3sent j
y la paramétrica es

X=2cost
-
y=3sent

2.3. Definiciones de curvas

I <
N4

><V

INTEGRALES DE LINEA

27

El campo vectorial F=r(t) en [t,,tp] define una curva si F(t) es un campo vectorial continuo

en [ta 1tb] .

Definicion de curva regular o suave: El campo vectorial continuo r=r(t) en [t,,t,] define

una curva regular si tiene derivadas continuas y no simultaneamente nulas en [t,,t,]. Esto

implica que su gréafica no tiene partes salientes o puntas. La curva tiene tangente definida en cada

punto y la tangente cambia de direccion a medida que recorre la curva.

F()=x(t)T +y(t)]
yA

B=r(t,)

to
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Definicion de camino o curva regular a trozos: El camino o curva se Ilama regular a trozos si el
intervalo [t 2, t b] puede descomponerse en un numero finito de subintervalos tal que en cada uno

de ellos el camino sea regular.

A
z

P1 P3 Ps

Cs 6
C1 C3/ ca '
: C2 B

v

to

%

(%)

1

ta

[ta, to] = [ta, td Ult1, to] Ulta, ta] Ults, ta] Olta, ts] Olts, to]

La grafica anterior representa una curva regular a trozos, ya que ¥ (t) es continua en los respectivos

intervalos abiertos (ta,t1), (t1,t2), etc.

Definicién de curva cerrada: r=r(t)define una curva cerradaen [ta, to] si F(t;)=r(t,).
Definicion de curva cerrada simple: T =T(t) define una curva cerrada simple si ¥(t) para todo
t distinto de t 2y t p origina puntos distintosde C y T(t,)=r(t,).

Las curvas cerradas simples se Ilaman también curvas de Jordan

A
y y
A=B
A =B
> %
X
Curva cerrada simple /b Curva cerrada no simple
t
ta

Las curvas que se consideran como dominio de integracion son las curvas simples, pueden

ser cerradas o no.
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Definicion: Una region plana R es simplemente conexa si su contorno consta de una Unica curva

P RS

Simplemente conexa No simplemente conexa

cerrada simple.

2.4. Derivadas de r(t) (campo vectorial que define una curva)

Dado F(t) , campo vectorial de variable escalar, siendo el vector posicion que describe punto a
punto la curva C, la derivada primera de este campo respecto de t es:

Ft)=xt)i +y t)]+2z )k

y representa geométricamente un vector en la direccion de la tangente a la curva definida

por F=F(t) , en el punto P.

Z r’(t)
F (1) AFCD vector tangente

r(t+ Kt) y

Nota: En el caso en que t represente el tiempo F’(t) se interpreta como velocidad instantanea y su

médulo es: [FO)] = VX OF +Iy OF +[2 O

La derivada segunda de T(t) respectodetes: T (t)=x (t)i+y (t)j+z (t)k

es la derivada primera de la velocidad y se interpreta como aceleracion instantanea
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Vector Tangente Unitario
Sea C una curva regular representada por F:F(t) enunintervalo [a, b] . Si || ?'(t) || # O, el vector
. rl(t)

T ()

Si en lugar del parametro lineal t se utiliza como parédmetro la longitud de arco

tangente unitario (o versor tangente) es:

t
s = J‘\/[x'(t)]z +[y'(t)]2 dt, que mide la distancia a lo largo de C desde algin punto fijo de ella,
0

este parametro recibe el nombre de pardmetro intrinseco de la curva. La ecuacion vectorial de la

curva C en R 3 es:
F(s)=x(s)i + y(s) J + z(s)k

Nota: Por convencion cuando se trabaja con este pardametro se adopta para expresar la derivada

respecto del parametro “s” la notacion

ar
il (s)
y para un parametro cualquiera t (que puede ser tiempo) se utiliza
dr
i T'(t)

Una de las ventajas de utilizar el parametro s es que el vector derivado 1 (s) que es tangente a la

curva C, tiene modulo 1.

B 3- Campos Vectoriales I

Recordando conceptos ya vistos:

Un campo vectorial sobre un dominio en el plano o en el espacio es una funcidn que asigna un

vector a cada punto en el dominio.

3.1- Tipos de campos vectoriales

Un campo de vectores bidimensionales F:R?—>R?
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x> F=FX)

esde laforma F(X)=F(xy)=P(xy)i +Q(x,y) ], con X =(x,y)

Un campo de vectores tridimensionales F: R R®
X > F=F(X)

Es de laforma F(X) = F(x,y,z) = P(x,y,z)I+ Q(x,y,z)j + R(x,y,z)k con X = (x,y,2)

Un campo vectorial es continuo si sus componentes P, Q y R son continuas, es diferenciable si sus
componentes lo son. Se observa que sus componentes son funciones escalares.

Ejemplos:

a) si se grafica el vector velocidad del proyectil en cada punto de su trayectoria en el plano de
movimiento, se tiene un campo bidimensional definido a lo largo de la trayectoria.

A o .
' Los vectores velocidad V(t) del movimiento

de un proyectil forman un campo vectorial a

lo largo de la trayectoria.

VA b) El campo radial F(X)=F(x,y)=xi+y]de

los vectores de posicién de puntos en el plano.

N |
E E X
SN

¢) Un ejemplo de campo vectorial es la corriente de aire. En

la figura se observan los vectores velocidad de un fluido

alrededor de una superficie de sustentacidén en un tanel de
viento . Las lineas indican la direccion del campo en cada —
punto. Su intensidad la representa el nimero de lineas por unidad de superficie transversal que hay

en el entorno de cada punto.
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d) Otro ejemplo de campo vectorial es el Ilamado campo de fuerzas, que asocia un vector de fuerza
a cada punto de la regién, como es el campo gravitacional terrestre.
Para obtener una mejor representacion de un campo vectorial usamos programas computacionales
como el Maple, porgue con ellos podemos trazar un gran nimeros de vectores representativos. Es
casi imposible trazar a mano la mayor parte de los campos vectoriales tridimensionales, por lo que

se hace necesario el uso de un software para su visualizacion.

Por ejemplo:
Flx,y)=In(1+y*) i+ In (1 + x*)j F(x,y,z) =yti+zj+xk
Campo Vectorial
e e e I Al
P SV,
A A e R R R
f,?‘f/’r----’///’/“
[ S SR RN ¥ 5 SR A A
Pt SR N B
L S S P T
—;.5 T 0s IS
CF Ty
Pt v 7 - w05t - - oot P f
I
A A i A
el e i
A e o A

3.2 - Operaciones con vectores.

En el espacio es conveniente caracterizar un vector por los angulos que forma con los tres vectores

. . - o= = . A
unitarios i, j,k, como se muestra en la figura. 7

V3.

R VZ

A
v

X
Los &ngulos o, B,y se llaman angulos directores del vector V; cosa., cosf,cosy se llaman

cosenos directores del vector Vv .

Si V=Vv,i+V,j+Vv,k se tiene:
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cosa=rt COSB=¥ , cosy=¥
[ v

v
en consecuencia
Vs

#”R=c05a7+cos[3]+c03yﬁ
v

\Y} Vy = Vy =
— =1 +— ]+
vl vl vl

2 2 2 _
el vector anterior es unitario, luego el médulo es: \/(COS o +C0s "p+cos " y) =1

| - Producto Escalar:

Sea:

0=(upupuz) y V=(vvp,V5)

a-v=|d||v] coso
0 es el angulo formado por los vectores U,V .

U.V= U1+ Uy. V3 +Uy. Dy

Dos vectores son perpendiculares si 'y solo si G .V =0

Il - Producto vectorial

0 = (ug,up Ug) V = (vq,Vp,V3) Pk
Sea U T \t2ls) Y V=LY, Ys GxV =|u U, Us
Vi Vo V3

es un vector perpendicular al plano determinado por G , V

10
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111 - Producto Mixto

Sea.:
U=(u1,u2,u3) D V=V Vo, vg) 5 W= (g, Wy, W)
Up Uy Us
U (\7/\\7\7) = Vl V2 V3
Wi Wy W3

Si los vectores no estan en el mismo plano, el producto mixto permite calcular el volumen V, del

paralelepipedo cuyos lados adyacentes son G,V ,w, como se indica en la figura siguiente

e A
VAW Z
A
P R,
,/l ,/,
S s 1
e 1 1
’ 1 4
’ 7’ 1
- L -« 1 -
! 1 l k
,’ 1 l
— 1 1 ’
U ! 1 1 . i
! 1 1
II 1 1 - .
1 1 > —»
! 1 1 1 A »
1 N 2 | " )
——————————— = Aelingie | y
— [ ¢
1.
I/, — .
1
< 7 A X

Asi el volumen Vsecalcula: V = |0 . (V A W)]

M4 Integral de linea de campos vectoriales ]

Se define la integral de linea o integral curvilinea a partir del concepto de trabajo.

Fueron inventadas a principios del siglo XIX para resolver problemas relacionados con el flujo de
fluidos, fuerzas, electricidad y magnetismo.

Se ha visto en Fisica, que cuando una fuerza constante

F desplaza un objeto una distancia d, en la misma

direccion de la fuerza, el trabajo (mecanico) realizado p ' 0

se define como el producto:

11
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Ahora bien, si F(x) es una fuerza variable continua en magnitud pero no direccién, que actla
através de un intervalo [a, b], donde F(x) representa la fuerza en un valor x del intervalo, el trabajo

W realizado por la fuerza al mover un objeto de un punto a hasta un punto b se define como:
b
W= j F(x) dx
a

Nota: si F(x) = k, k=cte, para todo x en el intervalo entonces:

b
W=IF(X) dx=kx|"= k(b —a)=Fd-
a

Un ejemplo de esto es:

Una cadena de 10 metros pesa 5 kg por m esta extendida en el
suelo. ¢ Cuénto trabajo se requiere para levantar un extremo de
la cadena a una altura de 10 m para que esté totalmente
extendida, como se muestra en la figura?

Solucion: Imaginar que la cadena es dividida en secciones
pequefias, cada una de longitud Ay. Entonces el peso de cada

seccion es el incremento de fuerza

AF =559 Ay _5a
=5 — Ay =5Ay

Porque una seccion comun (inicialmente en el suelo) se levanta

a una altura de y, el incremento de trabajo es lTlr ‘;}f:gie‘:l;e"”e“d" para izar un extremo de

AW = incremento de fuerza .distancia = 5Ay.y
=5yAy
Porque y va de 0 a 10, el trabajo total es
10

10 52
w:fsydyzl
0

= 250 kgm?
Z |,

En general, un campo vectorial F(x,y)=P(x,y)i +Q(x,y)] que actlia en cada punto de

una curva regular a trozos C: r(t)=x(t)i+ y(t) j , a<t<b, varia tanto en direccién como

en magnitud.

12
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Si Ay B son los puntos (x(a),y(a)) , (x(b),y(b)) respectivamente, nos preguntamos : ¢;cual es el
trabajo realizado por F cuando su punto de aplicacion se desplaza a lo largo de la curva C, del

punto A al punto B?
Supongamos que la curva C se divide en n subarcos, en cada uno de ellos la fuerza en un punto

intermedio es una fuerza constante, bajo este esquema utilizamos el concepto de trabajo.

y A _ . .
As F(Xi,Y0)
» Pn=B
[ i
Ayi
’ -
Pi-1 JAXi — Ar
A=Po P
X
X0 X1 Xi-1 Xi Xn -

1. Sedivide la curva C en n segmentos cortos por medio de los puntos P,,P,,---,P,

Que dan lugar a: ¢ n—subarcos de longitud As; el subarco i-esimo
¢ n—segmentos de longitud AT i correspondiente al subarco i-esimo
Se toma en cada subarco un punto intermedio (x;,y; ).
2. El trabajo en cada subarco, como vamos a tomar la fuerza constante, ya que estos subarcos
F(X .yi )-AF.

tienden a ceroes: F(X;,y; )-As; =
pues As, —0

3. Se suma sobre cada subarco, quedando asi el trabajo sobre el arco AB aproximadamente
igual a la Zlf(xr,yf )- AF,

4. Se toma limite (suponiendo que existe) cuando la norma de la particion tiende a cero,
| AT || = max{AF; } - 0.

5. Se define a este limite como el trabajo realizado por una fuerza a lo largo de una curva

W = Z E(X Y1) AF = I E(x,y)-d INTEGRAL DE LINEA DE
HArH—>0 def

ﬂl
Il

O
T
o
=l

CAMPOS VECTORIALES
13
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Para el célculo se recuerda que:
1. Se debe tomar la fuerza F(x,y) sobre los puntos de la curva C, los que estan
representados por ¥ = r(t), quedando la funcion compuesta F(F(t)).
2. Se debe calcular dr teniendo en cuenta que si
F(t) = x(®)i+y(t)]  luego

dF = X (Odti+y (Odt] = K ®T+y ®]Jdt =¥ @) at

t=cte

3. Se substituye en la expresién de la integral obtenemos:

J. F(x,y)-dr :J-If(r(t))-F'(t) dt
c c

La magnitud de la integral no esta influida por la parametrizacion que se use, pero el signo esta

influido por la orientacidn que se utilice al recorrer la curva C.

Ejemplo 1: Calcular el trabajo realizado por la fuerza F(X,y,z)=xy%i+(y—z)j+zk alo largo

de la hélice cilindrica de ecuacion x = cos(t) , y = sen(t) , z =t considerando tres vueltas de la
hélice, iniciando en el plano xy.

Solucién

Curva de Integracidn

67
W = jﬁ. df = | (~cost sent® +cost sent—tcost +t)dt =177.652879
C

El desarrollo de este ejercicio, realizado con Maple, se encuentra en el ANEXO de Integrales de

Linea.

14
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Ejemplo 2: Determinar el trabajo efectuado por el campo de fuerzas F = x*T— xyj cuando

mueve una particula a lo largo del cuarto de circulo x* + y* = 1 desde el punto (1,0) al punto

(0,1). C esta descripta paramétricamente por r(t)=cost i +sent ] ,desde t=0 hasta t= g

Solucion: La funcién vectorial F(t)=x(t)T + y(t) ] dada, determinan las ecuaciones paramétricas

_ X =cost _ 9. - _
r(t)_{y:sent F[r(t)] = cos“tt—cost sentj
124
r¥'(t) = —senti+costj o
N N N
x N
z 3t 2 2 08
Z cos
f (—2cos*t sent)dt = 2 3 = -3 - Te
0 0 ¥ 064 e g
o ~
La figura muestra el campo de fuerzas y la curva (que es .
la trayectoria de la particula). ] —
El trabajo hecho es negativo porque el campo se opone e M

0 02 04 06 0.8 1 12
x

(frena) el movimiento a lo largo de la curva en el sentido
dado.

Las lineas de flujo o lineas de corriente de un campo vectorial son las trayectorias que sigue

una particula cuyo campo de velocidades es el campo vectorial dado. Geométricamente, una linea

de flujo para un campo vectorial F es una curva  ,. . . , ,

(linea) trazada sobre el dominio de F de manera que | R
1_

el vector tangente a esta curva (linea) en cada punto N

coincide con el campo vectorial. Por lo tanto los %

vectores en un campo vectorial son tangentes a las

v 0.6+
tangente a la

I 4/
A

lineas de flujo. - L oua
[F.dr = [F[r(t)]. ' (¢t) dt ] oL L

de la componente de F en la direccion del vector

Recuerde que el producto F[r(t)]. r'(t) es el producto o2~ |
1 1
|

tangente a la curva(r’(t)). Esto quiere decir que, a

15
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medida que es mas cercana la direccion de F a la direccion del vector tangente, mas grande es el
producto entre ellos.

El vector tangente r’(t) sefiala la direccidn en que se mueve una particula en determinado instante,
por lo tanto la norma de ese vector es la rapidez de movimiento.

Analizando estos conceptos en el ejemplo se comprueba el valor del trabajo.

4.1. Circulacion

%
La integral de linea de un campo vectorial F alrededor de una curva cerrada simple C se dice

que es la circulacion de F en C ; esto es:

circulacién = §If dr
def C

En particular, si F es un campo de velocidades de un fluido, entonces la circulacion es una medida

de la cantidad con la cual el fluido tiende a hacer girar la curva C en sentido opuesto al del reloj.

Por ejemplo, si F es perpendicular a T en todo (x,y) de C, entonces § F.dF=0 y lacurvano se
C

mueve.

Corriente de fluido

=l

/&

Nota:

Si § F.df >0 significa que el fluido tiende a hacer girar C en sentido antihorario
C

Si §If .dr <0 significa que el fluido tiende a hacer girar C en sentido horario.
C

Bl 5- Integral de linea para campos escalares e

x=x(t
Definicién: Una curva dada en forma paramétrica es F(t)= {y— y((t; , se dice rectificable si tiene

16
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longitud s finita, siendo:

ty

s =j\/(x'(t))2 +(y'®) dt|

t

a

Volviendo al tema que nos ocupa, se define la integral de linea para campos escalares utilizando
el concepto de masa de un alambre de longitud finita, con un esquema similar al utilizado en
integrales de linea para campos vectoriales.

Sea F:F(t) una curva regular a trozos cuya graficaes Cy u = f (x,y) un campo escalar definido

y acotado en C, que representa la densidad lineal (por ejemplo en gramos por cm) se procede:

ASi
y 4
Pi+ B

Ayi

(XN, Y)

AXi x>
1. Dividimos la curva por medio de puntos P,,P,---,P,

Que dan lugar a: ¢ n—subarcos de longitud As; el subarco i-esimo

e n—segmentos de longitud Ar; correspondiente al subarco i-esimo
2. Tomamos en cada subarco un punto intermedio (x? ,yf ).
3. Lamasa en cada subarco es aproximadamente f(xf ,y? )As; (recuerde que masa es igual
a densidad por unidad de longitud)
4. Tomamos Z f(x;,y: )AS;, lo que nos da aproximadamente la masa del alambre
5. Tomamos limite (suponiendo que exista) cuando la norma de la particion tiende a cero,
| Ar||=max {as;}—0.

6. Se define a ese limite como la masa de un alambre de longitud finita y cuya integral es:

n

M= lim > f(x,y)As, = .[: f(x,y)ds

|Ar[—0 i

17
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Se recuerda que el diferencial arco para una curva C representada representada en forma

vectorial esta dada por por F(t)=x(t)i +y(t) ], es

-l O +(y O at-|r ] &

Luego la integral de linea se calcula:

[ foxy)ds= jf(r(t)) ¥ )] ot = f(r(t»J (x ) +(y ®) dt

Con un razonamiento similar se trabaja en el espacio:

Dado el campo escalar f(x,y,z) ylacurva C: F(t)=x(t)i +y(t)]+z(t)k obteniendo:

[_foxy.z)ds= j () 7' (v)] dt = f(r(t))\/ +(y (1) +z (1)) at

Ejemplo 3: Calcular la masa de un alambre cuya densidad es f(x,y) =x, siendo C:y = x? entre
los puntos de coordenadas (-4,16); (-1,1)

Solucidn: Se parametriza la curva para obtener la expresion del ds

Se determina la funcién compuesta f (F(t))=t
-1 1 § 3
Se calcula des = I tV1l+2t>dt=—| 52 —(65);
c 4 12

Ejemplo 4: Calcular la masa de un alambre que tiene la forma de circunferencia de ecuacion

(x — 1)2 + y* =1y densidad d=x.

Solucidn:
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INTEGRALES DE LINEA

27

d > (d ?
des:j(l+cost) (—(1+cost)j +(—sentj dt=2n 13
C dt dt

0

Alambre

Nota: El desarrollo de este ejercicio, en Maple, se encuentra en el
ANEXO de Integrales de Linea.

Si f(x,y) =1 laintegral de linea es igual a la longitud de la curva C.

La magnitud de la integral de linea no esta influida por la parametrizacion que se use para la curva
C. Para dos parametrizaciones distintas de C, recorriendo la curva en el mismo sentido, el resultado
de las integrales es igual. Pero si esta influenciado el resultado de la integral por el sentido de

circulacion que se utilice al recorrer la curva C. Si se recorre en el sentido —C, entonces:

[ fxyds= - [, f(xy)ds

l 6 — Teoremas fundamentales del calculo integral para integrales _

Se recuerda el enunciado del Primer Teorema Fundamental del Calculo Integral para funciones

escalares de una variable visto en Calculo I.
X

Dada f (x) definiday continua en [a,b] y la funcion ¢(x):J f(x)dx , entonces ¢ (x) = f(x)
a

El teorema equivalente para campos vectoriales es:

6.1. Primer teorema fundamental del calculo integral para integrales de linea.

Sea E(X):R? - R? un campo vectorial continuo, de la forma F(X) = F(x,y) = P(x, )i +Q(x,Y) ]
, que admite derivadas parciales primeras. Sea ¥ = 7 (t) la representacion paramétrica de un

camino regular a trozos contenido en un conjunto D abierto y simplemente conexo, el cual esta

19



INTEGRALES DE LINEA

contenido en el dominio de F. Si existe un campo escalar ¢(x)= | F-dF , entonces

ef

Q) Sy <)

o

V§(X)=F(X). Conx=x(x,y) , a=(ab)

Consecuencia del Teorema:

Para cada campo vectorial F(X) que cumpla con las hipétesis podemos encontrar un
campo escalar ¢(X) tal que V(X)=F(X). Porloque ¢, =P(X,y) vy by =Q(x,y)

Se recuerda el Segundo Teorema Fundamental del Calculo Integral para funciones de una
variable (Regla de Barrow) visto en Célculo | dice:

Dada f (x) una funcién continua en [a,b] y F(x) una primitiva continua en [a,b] entonces:
b

I f(x)dx = F(b)-F(a)
a

El teorema equivalente para campos vectoriales es:

6.2. Segundo teorema fundamental.

Sea F(x,y)=P(x,y)i +Q(x,y)j un campo vectorial continuo en una regién D abierta y

conexa en R? ¢(X) un campo escalar continuo con derivadas parciales continuas y

F=Vo=0,i0 + by j En estas condiciones, para todo par de puntos Ay B en D y para toda curva

C regular a trozos que une A con B, el valor de la fc F dr es independiente de la trayectoria; 0

Sea.

o]

B

LE dF = [P(x,y)dx+Q(x, y)dy =[ V¢ - dF = ¢(B)-4(A)

A

>

Demostracion: J, F.dr=[.(P.dx+Qdy)
Por hipétesis: P = 9, , Q= 0,

[} 0. dx+ 0, dy =
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. (x = x(b) dx = x'(t)dt
' {y =y@) {dy = y'(t)dt

B tbh
j(wxx'+ o,y)dt = f@'(x(t).y(t))dt = PE®,yW)IE =

A por regla a por ser

de la cadena operaciones
inversas

= o(x(tp ), Y(tp )= 9(X(ta ), ¥(ta )) = ¢(B) —¢(A)

B 7 - Funcién potencial  I——

Definicion: Si F=F(x,y) es un campo vectorial que cumple las condiciones del Primer teorema
Fundamental del Calculo Integral, esto es que existe la funcion ¢(x,y) tal que F(X,y)=Vd(X,Yy)

Entonces a esta funcion ¢(x, y) se la denomina funcion potencial.

Para estos campos vectoriales la integral de linea depende solo de los puntos extremos de C,
no de la trayectoria (cumplen el Segundo teorema fundamental).

Tales campos son importantes en fisica y termodindmica, quizas el ejemplo mas conocido en fisica
es el campo gravitatorio.

Por lo expuesto anteriormente vemos que es importante saber cuando un campo vectorial es
conservativo (o campo gradiente) lo que es sindbnimo de admitir funcién potencial.

Se estudia entonces el teorema de existencia de la Funcion Potencial, el cual no solo nos dice
cuando un campo vectorial admite funcion potencial sino que nos ensefia como encontrarla.

Nota:
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1- Se recuerda que para un campo vectorial F(x,y,z)=P(x,y,z)T +Q(x,y,z) J+R(x,y,2)K y

una curva representada por F(t)=x(t)i + y(t) J?+z(t)lz cuyo df =dxi +dy j+dz K se tiene:

j F.dr = J‘[P(x,y,z)T+Q(x,y,z)]+R(x,y,z)IZ]-[dxf+dy j+dz IZ]:
c c

:J.P(x,y,z)dx+Q(x,y,z)dy+R(X,y,Z)dZ [1]
c

2- Si existe ¢(x,y,z) bajo las condiciones del Teorema de Bonnet (de las derivadas cruzadas) y
ademas ¢, =P, ¢, =Q, ¢, = R entonces [1] se puede calcular como ¢(B) —¢(A) y ¢ es funcion

potencial.

Nos preguntamos ¢, Cuéndo existe la funcion potencial ¢ ? ;Cémo podemos calcularla?

7.2. Teorema de existencia de la funcion potencial
Dado F(x,y,z)=P(x,y,2)i +Q(x,y,z) J+R(x,y,z)Kk continuo con derivadas parciales
primeras y segundas contindas en un conjunto simplemente conexo que contiene a la curva C

regular a trozos. EI campo vectorial F admite funcion potencial ¢ cuya expresion es

¢=[ P(xb,c)dx+ [ Q(x y,c)dy+ [ R(x,y,2)dz siysolosi P, =Q,,P, =R, R, =Q,

Demostracion: Ver ANEXO de Integrales de Linea

La pregunta ;,Cdémo es posible determinar si un campo vectorial F es 0 no conservativo? Se

responde con:

Se supone que F =P i + Q j es conservativo, donde P y Q tienen derivadas parciales continuas de

primer orden. Entonces una funcion ¢ tal que cumple F = V¢

Por tanto, por el teorema de las derivadas cruzadas:
oP 9*¢p B 9%¢p _0Q

L@_ dydx dxdy | ox
T T S
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10 ' : ———2

\.\,\,-\.\,‘\-"\h-—..-

En la figura a) los vectores se inician en una curva cerrada C parece que todos apuntan en mas o
menos la misma direccion de C. Entonces se ve como si [ F.dr > 0 y por lo tanto F no es
conservativo. En b) algunos de los vectores cercanos a las curvas Ci y C; apuntan
aproximadamente en la misma direccién de las curvas, mientras que otros apuntan en la direccion
opuesta. Entonces parece plausible que las integrales de linea alrededor de todas las trayectorias

cerradas sean cero, esto mostraria que Fes conservativo.

Ejercicio 5:
a) Analizar si el campo vectorial F(x,y,z) = 2xy T+(x2 +zz) j+2yz k es 0 no gradiente de algtin

campo escalar, en caso afirmativo calcularlo.

b) Calcular el trabajo realizado por el campo vectorial dado para desplazar una particula material
a lo largo de una curva seleccionada por Ud.

Nota: La solucidn de este ejercicio, con Maple, se encuentra en el ANEXO de Integrales de Linea.

7.3. Campos Vectoriales Conservativos

En conclusion:

Si IP( X,y ) dx+Q(x,y)dy es independiente de la trayectoria C, sabemos que existe una funcion
C

escalar ¢ tal que:
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do = %dx+%dy = P(x,y) dx + Q(x,y) dy=[P(x,y) i +Q(x,y)]]- (dx i +dyj)=F-df

endonde F(x,y)=P(x,y)i +Q(x,y) j esun campo vectorial y P:% , :%.

En otras palabras, el campo vectorial F se denomina campo gradiente o conservativo si existe

el campo escalar ¢, tal que F = Vg

Las caracteristicas de estos campos son:

1- El trabajo realizado por la fuerza F es independiente del camino de integracion.

2- El trabajo realizado por la fuerza a lo largo de una trayectoria cerrada vale cero.

3-El VxF=0

Observacion:

1-En un campo conservativo F se cumple la ley de la conservacion de la energia mecénica: Para

una particula que se mueve a lo largo de una trayectoria en un campo conservativo, se verifica que:
Energia Cinética + Energia Potencial = Constante.

En fisica la energia potencial es la energia que mide la capacidad que tiene un sistema para realizar

un trabajo en funcion de su posicion.

2-Una fuerza de friccién, como la resistencia del aire, es no conservativa. Las fuerzas no
conservativas son disipativas en el sentido de que su accion reduce la energia cinética sin un

aumento correspondiente en la energia potencial. En otras palabras, si el trabajo realizado por

'[ F .dr depende de la trayectoria, entonces F es no conservativa.
C

M- Aplicaciones de las integrales de linea ]

8.1 Distribucion de masa a lo largo de una curva
Se considera una curva C como un fino alambre de densidad variable. Se supone que la densidad

esta definida por un campo escalar p, siendo u(x,y,z) la densidad de masa_por unidad de
longitud en el punto (x,y,z) de C. La masa total M del alambre queda representada por la integral

de linea de p respecto a la longitud de arco:
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M = | u(xy,z)ds
J

8.2. Centro de gravedad

Es el punto (X,y,Z) , cuyas coordenadas estan definidas por las ecuaciones:

QM:I X u(x,y,z) ds 3_/M:J‘ y u(x,y,z) ds EM=I Z u(x,y,z) ds
c c c

8.3. Momento de inercia de un alambre o hilo con respecto a un eje

Si d(x,y,z) representa la distancia desde un punto (x,y,z)deCaunejeLy u(x,y,z) esladensidad

en (x,y,z), el momento de inercia I. esta definido por la integral de linea :

I = j 42(4,y,2) p(x.y.2) ds
C

Los momentos de inercia con respecto a los ejes de coordenadas se representan por Iy, ly, I,

Iy :J(y2+22)u(x,y,z)ds Iy :J‘(x2+22)u(x,y,z)ds I, :j(x2+y2)p(x,y,z)ds
C C C

Ejercicio 6:
Calcular la masa M de un muelle que tiene forma de hélice de ecuacion vectorial

F(t)=acosti +asentj+btK y densidad p=f(x,y,z)=x?+y?+z°

Solucion:

M = I u(x,y,z)ds = I (x2+y?+72)ds
C c

F(t)=acosti +asent j+btk

F (t)=—asenti +acost j +bk

v
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ds=H r'(t)H = a?+b?

2n o
[2..2 s 2
M = J‘ (a2+b2t2) a2+b2 dt = a2+b2 J. (a2+b2t2)dt — a2+b2 (27’[) [a2+4%b2]
0 0
IQueda para el lector calcular las coordenadas X e y, y el momento de inercia .

Ejercicio 7:
Calcular la masa M de un muelle que tiene forma de hélice de ecuacion vectorial
F(t)=3costi+3sent j+2tk y densidad u=f(x,y,z)=x?+y?+2% 0<t<4r.

Solucion

M = I u(x,y,z)ds = 4J{r(9cost2+93ent2+4t2)\/ﬁdt:
C 0

=36/13 7+ ?\/ﬁ 7% =9947,594391

Grafica de Hélice

El desarrollo de este ejercicio, realizado con Maple, se encuentra en
el ANEXO de Integrales de Linea.
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