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INTEGRALES MULTIPLES

1. Introduccién.

Este mddulo trata el segundo concepto bésico del célculo, la integral, para campos escalares y
vectoriales, de dos 0 mas variables. Se definen tres tipos de integrales: Multiples, de Linea y de
Superficie. Estas definiciones se realizan a partir de un concepto geométrico o fisico segun
corresponda.
También se analizan algunas aplicaciones como: masa, centro de gravedad, momento de inercia, flujo
y circulacion.

En Calculo | se trabaja en el calculo de areas con funciones continuas y definidas en [a ,b], intervalo
o subconjunto deR (oseaf: R — fR) definiendo el area bajo la curva, gréfica de y = f(x) como

yA
— y = f(x)

A= lim [ST, f(x)Ax] = [} f(x)dx 4

v

Se generaliza el concepto de integral para funciones de dos variables basandose en esta idea.
El intervalo unidimensional [a,b] se reemplaza por un conjunto R bidimensional, llamado region de

integracion, contenido en 9RZ.

El integrando es una funcion o campo escalar f: N2 > R definido y acotado en R R2.
La integral que resulta se llama integral doble y se representa por:

[[f(x,y)dA [[f(x,y) dx dy
R R

Los simbolos diferenciales dx, dy indican las variables sobre las que se integra y se realiza la
transformacion de integrales.
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2. Integral doble

2.1. Definicion de Integral doble

Sea z =f(x, y), unafuncién definiday acotada en el rectdngulo R : [a, b] x [c, d], dividiendo R
en n-subrectdngulos obtenemos una particion, de R.

La gréaficade z es
una superficie en R3

z=1(x,y) ‘

c d AXk

Primero suponemos f(x,y) > 0. La grafica de f es una superficie con ecuacion z = f(x,y). Sea S el
solido que se encuentra encima de R y debajo de la grafica de f.

El &rea del k-ésimo rectangulo es 44, =Ax, Ay,

Multiplicando AAx por el valor inferior de f(X, y) en el k-ésimo subrectangulo, m, , formamos la

n
suma inferior s, =" m, AA
k=0

Z 4 z=1(x,y)
//’ il
3 \ / k
v
b
C d Yy

X

Multiplicando AA« por el valor superior de f(X, y) en el k-ésimo subrectangulo, M, , formamos la

n
suma superior S, = > M, AA
k=0
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Nota: Se verifica s, =S, solamente cuando f (x, y) es constante en cada rectangulo

La suma inferior s, nos da un volumen contenido en el cuerpo limitado por la superficie

z =1(x,y), el plano xy y el cilindro cuya base es AAx; cuerpo que se llama cilindroide por analogia
al trapezoide.

La suma superior Sp nos da el volumen continente de dicho cilindroide.

Se trata de aproximar el volumen del cilindroide por defecto y por exceso, mediante la suma de
volimenes contenidos y continentes correspondientes a cada particion. En cada subrectangulo de la
particion se cumple (ver figuras anteriores):

m, AA <V, <M, AA

Si hacemos esto para cada AAx que pertenece a la particion tenemos aproximadamente el volumen
del cuerpo de base R y altura variable medida sobre z = f(x, y):

n
V = ZVk
k=0

Comparando el volumen V con las sumas inferior y superior se observa que Sp < V < Sp para cada
particion P. Si tenemos una sucesion de particiones P, < P, c---cP,, < --- tales que cuando

n — ooy la norma de la particién tiende a cero, es decir |P| — 0 (”P”d:f méxima diagonal de los n-
e

rectangulos), entonces tendremos Sp., SVSSPn ¥ n ycomo:

sp, = lim Sp ifﬂf(x,y)dxdy
R

i =i
[P0 [P0

ya que z = f(X, y) es integrable por ser definida y acotada, tendremos :



V = [[f(x,y)dx dy
R

Otra forma de definir integral doble.

Los cinco pasos, desarrollados en la siguiente tabla, conducen a la definicion de integral doble. Se

utiliza la suma de Riemann y el concepto de volumen.

la integral de funciones de una variable, y = f(X)
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Se desarrolla haciendo la comparacion con

y=f(x)

z=f(xy)

Interpretacion gréfica

1. Considérese que f esta
definida y acotada en un
intervalo cerrado [a,b]

Sea f definida y acotada en
una region cerrada R

2. Forme una particion P del

intervalo  [ab] en n
subintervalos de longitudes
AXk

Por medio de una cuadricula
(o red de rectas verticales y
horizontales paralelas a los
ejes coordenados), forme una
particibn Pde Renn
subregiones rectangulares R
de areas AAk = Axk Ayk
contenidas totalmente en R.

yJL

s i

3. Sea |P| la norma de la
particion, o sea la longitud del
subintervalo mayor.

Sea |P| la norma de la
particion, o sea la longitud de
la diagonal mayor de las Rg.de

area AA, .

4. Elijase un x«" intermedio en
cada subintervalo [Xk-1,Xk]

Seleccidnese un punto

(X *, Y *) arbitrario inter-
medio en cada subregion R
de area AAx.

v

5. Evalle la

n
D (%) Axg
k=1

suma

Evalle la suma
n

DoE (R Vi) AA

k=1

v

De esta manera se tiene la siguiente definicion.

Definicidn: Sea f una funcién de dos variables definida y acotada en una region cerrada R. Entonces

la integral doble de f en R est4 dada por

”f(x,y)dA:

R

Nota:

lim f(x.*vy* A
HZ (%%, ¥, %) AA,
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n
1- >f(X* Y™ AAg sellama suma de Riemann.
k=0

2 - Si f es continua en R entonces f es también integrable.

3-Laintegral ” f(x,y) dx dy existe si f estd definida y acotada en todos los puntos de R., también
R

existe la integral si los puntos de discontinuidades forman un conjunto finito de puntos.

4 - H f(x,y) dx dy calcula un volumen cuyo techo es z = f (x,y).
R

5-Siz=f(xy) =1, ” dx dy calcula el area plana de la region R.
R

2.2. INTEGRALES ITERADAS

2.2.1. Célculo de integrales dobles de funciones continuas por medio de integrales reiteradas
sobre un rectangulo.

De manera similar al proceso de derivacion parcial podemos definir una integracion iterada (o
parcial). Este concepto es la clave para el método practico de evaluacién de la integral multiple.

Seaz=f(x,)y), talque f: ®|? —> R continuaen el rectangulo R : [a,b] x [c,d]

z =f(x, cte.) 4z

—

IN —
)

ﬁ//
C vy=cte d Y
N >
. =

X o -

Por lo que sabemos de primer afio se puede calcular el area de la region sombreada, en la grafica
anterior
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: f(x, cte.)
—_— b
. Aly) =]f(xy) dx

AY)

»
>

0 a b X

A cada vy, e[c,d] la integral anterior le asocia un valor A(y;) los que representamos en el siguiente
sistema cartesiano:

Aly) 4
(Yi,A:@:/_é\
0 c ):/i gd "y

d
El &rea sombreada en la figura anterior se calcula como [A(y) dy .
c

b
Reemplazando A(y) por If(x,y) dx podemos calcular el volumen definido por z = f (x,y), sobre el
rectangulo R : [a,b] x [c,d]

v =iA(y)dy=i f(xy) dx dy

QD ey

De igual manera, pero comenzando el trabajo con x = cte, podremos obtener el mismo volumen:

\Y =jA(x)dx:j if(x,y) dy dx

a ¢

Nota: Cuando la region de integracion es rectangular los limites de integracion son todos
constantes.

2.2.2. Teorema de Fubini.

Si f(x,y) es continua en la region rectangular R, cona<x<b,c <y <d entonces
b d d b

[ [ remdvax= | | feyaxay

a c a
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2.2.3. Integrales dobles extendidas a regiones mas generales.

Hasta aqui la integral doble solo se ha definido para regiones de integracion rectangulares. No
obstante, no hay dificultad para extender el concepto a regiones mas generales. 1) Sea T una region
acotada e incluyamos T en un rectangulo R.

A7z

z=1(x,y)
=

X

Sea f una funcion definida y acotada en T. Definamos una nueva funcion f en R del siguiente
modo:

f(x,y) si(xy) € T

f(x,y):{o si(xy) € R-T

Es decir, extendemos la definicion de f a todo el rectdngulo R haciendo que la funcion valga cero
fuerade T.
Como f es integrable en T, por lo tanto:

”f(x,y) dx dy:”f(x,y)dx dy
R

T

Para resolver una integral doble sobre un recinto cualquiera, se considera la variacion de las
variables, en el recinto, de dos maneras diferentes:

a) Definamos el recinto R, dominio de integracién de la funcion f(x,y), considerando a la variable
X como independiente y a la variable y como dependiente, entonces es

R={(x,y)/ asx<b A 0,X)<y<0,(X)}

Se interpreta en un grafico el recinto R y su variacion para visualizar lo antes definido. Se
tiene en cuenta la definicion anterior, luego la integral doble queda planteada de la siguiente manera
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Se tiene en cuenta la definicion anterior, luego la integral doble queda planteada de la siguiente
manera

f(x,y)dxdy = b HZ(X)f (X, y) dy dx
Il ]
R a 00

Ejemplo 1: Sea R la region definida por: R = {(x,y) : 0 <x <1,0<y<x?}, donde
f(xy) =2x. Calcule [[f(x,y)dx dy.

R x=1/
1
Solucién:

2
I f(x, y)dxdy= [[2x dydx= j%jg 2X dydx:%
R R

0.5

b) Definamos el recinto R, dominio de integracion de la funcion f(x,y), considerando a la variable
y como independiente y a la variable x como dependiente, entonces es

R={(xy)/ csysd A wyy)Sxsv,()}.

La interpretacion grafica de R es:



INTEGRALES MULTIPLES

X L7 ya(y)

Con esta definicion de R la integral doble queda expresada de la siguiente manera:

d ¥y
[[ fexyydxdy=] [ f(xy) dxdy
R, c Wi(y)
Ejemplo 2: Sea R la region definida por: .

R={(xy):0<y <1,0<x<y} donde
f(xy) = 2x. Plantee [[f(x,y) dx dy.

R
Solucion:
1y
[[T(x,y)dxdy= [[2xdydx = [ | 2xdxdy
R R 00

-0.5

Generalizando: Dada R una region cerrada y acotada que tiene por frontera a una curva y con la

siguiente propiedad, que toda recta corta a y en a lo sumo dos puntos, como lo indica la figura, y una
funcién f(x.y) definida y continua en R,

Se puede plantear:

10
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b w2(x) d 6,(y)
[[f,y)yaxdy=[ [ f(x,y)dydx=[ [ f(x,y)dxdy
R a yi(x) c 64(y)

Nota: Observe que el resultado no depende del orden de integracion.

Ejemplo 3: Sea R la region limitada por: y = x, y = x? donde f(x,y) = 2x. Plantee ”f(x,y) dx dy.

R
Solucioén:
1 X
[[f(x,y)dydx= [[2xdydx = [ [ 2xdydx ¢
R R 0,2 s

0.2 0.4 0.6 0.8 1

2.3. Célculo de areas planas mediante integrales dobles.

Para calcular el &rea de la region plana indicada en la Figura [1], utilizando integrales definidas para
funciones de una variable, debemos trabajar de la siguiente manera:

f,(x)

A= j@@)w‘jn@nw_jaﬂ@ f1(x)) dx = j j dy dx
a fi(x)

La ltima expresion se obtiene aplicando el concepto vertido por Barrow para el calculo de
integrales definidas.

+ 44
Y a i E i
— y=h(x)
Figura [1]
RN y = fi(x)
a b " x

11
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Podemos observar en el desarrollo anterior que, cuando f(x,y) = 1, la integral doble representa el area
del recinto de integracion

Area = [[dx dy
R

Ejemplo 4: Plantear la integral que permite calcular el &rea de la region limitada por: y = X,

y=x.

Solucion:

[[dxdy = [[ dydx :jcl)j)‘(/; dydx
R R

1:2

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0,0)

(1.1

y=x

-0:2

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1

Nota: por integrales dobles podemos calcular areas planas y volimenes, en este curso utilizaremos

estas integrales solamente para calcular areas planas .

Ejemplo 5:

V=If(x,y)dxdy
R

Area = [[dx dy
R

1 x
Determinar la region R e invertir el orden de integracion: a) | [ f(x,y)dydx

X

Solucion:
14y
J T f(x,y)dxdy
0 vy

b) idem para:

y:X;y:

Y

X2

12

v
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Y a
3 \25-y?
[ ] f(xy)dxdy 1
o 4 5 - 3
3 + y= X
Soluci6n: x =4/25-y? x=ﬂy 1
3 1+ R
3 I l I4I é I " X
4 4" 5 v25-x2
[ [Toy)dydx+[ [ f(x,y)dydx
00 4 0
Ejemplo 6:

Calcular el area del dominio limitado por las curvas y= 2 - X2, y=X
Solucioén:
Primero se determinan los puntos de interseccion.

X=2-X2=>x2+x-2=0

-1++/1+8
X12=—( +8) ; X1=1, X2=-2
' 2
P1(1,1) y P2(-2,-2)
1 2-x?
A= [ [ dydx
-2 X
1 2 x| 1 1 8 27
A= 2-x*-x)dx=2x-"—--2- =2-=_=_ —4+(—j—2 =—
5 3 2 _2 3 3 6

22.5. Cambio de coordenadas en integrales.

En teoria de integracion unidimensional el método de sustitucion nos permite calcular integrales
complicadas transformandolas en otras mas sencillas o en tipos de integrales que pueden calcularse
mas facilmente, quedando asi:

b t,
[fO)dx = [flg(t)]g'(t)dt  con x=g(t) 1)

t

13
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donde a = g(t1) y b = g(t2) . Suponiendo que g tiene derivadas continuas en [t1, t2] y que f es continua
en el conjunto de valores que forma g(t) al variar t en [ty, t2].

2.5.1. Cambio de coordenadas en integrales dobles. Coordenadas curvilineas

En dos dimensiones existe analogo problema para las integrales dobles. Se transforma una integral
doble de la forma

Ljf(x,y) dx dy

extendida a una regién R del plano xy, en otra integral doble [[F(u,v)dudv extendida a una nueva
T

region T del plano uv.

Se va a estudiar a continuacion la relacién entre las areas definidas por las regiones Ry T, también
de los integrandos f(x,y) y F(u,v). EI método de sustitucion en integrales dobles es méas laborioso
que en las simples debido a que existen dos sustituciones formales a efectuar, una respecto a x; y otra
respecto a y. Esto significa que en lugar de una funcion g que aparece en (1), tenemos ahora dos
funciones X e Y que relacionan X,y con u,v del modo siguiente :

o, x = X(u,v)
Sea o la aplicacion o : (2)
y=Y(u,v)
{x = X(u,v)
V 4 G A
y=Y(uv) v
R
(x.y)
T
S U it R VTP CIRON (URY)
} u v=V(X,y) X
L ) X = X(u,Vv) ) o,
Geométricamente, puede considerarse que V=Y (UV) definen una "aplicacién” que hace

corresponder a un punto (u,v) del plano uv, el punto imagen (x,y) del plano xy. Es decir que un
conjunto T de puntos del plano uv es aplicado a otro conjunto R del plano xy, como se representa en
la figura.

La aplicacion también se expresa mediante una funcion vectorial. En el plano xy se traza el radio
vector que une el origen con un punto genérico (x,y) de R.

F(u,v) = X(u,v)i+Y(u,v)j ecuacion vectorial de la aplicacion.

14
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Como (u,v) son puntos de T, el vértice de  F(u,v) = X(u,v) i+ Y(u,v) ] describe puntos de R.
Algunas veces puede expresarse “U” y “V” en funcion de “X” e “y” quedando:

i {u = U(x.)

v=V(x,y)
Estas ecuaciones definen una aplicacion del plano xy en el plano uv, llamada aplicacion inversa de la
definida en (2), ya que transforma los puntos de R en los de T.
Esta aplicacion es la que se usa en la practica por eso se pide que X(u,v) ; Y(u,v) tengan inversa, para
lo cual & debe ser uno a uno o biunivoca..
Las aplicaciones uno a uno son de especial importancia. Estas transforman puntos distintos de T en
puntos distintos de R; tales aplicaciones establecen una correspondencia biunivoca entre los puntos
de T y los correspondientes de R y permite (por lo menos tedéricamente) regresar de R a T por la
aplicacion inversa (que naturalmente es uno a uno).

V 4 Y a
ro dv
d x dA
UScte.| T
(X0, Yo)
(Uovo) — \/=cte. rudu
> > X
u f’(X(H,V),Y(H,V))

Si consideramos un segmento horizontal en el plano uv, sobre dicho segmento v es constante. La
funcién vectorial r aplica este segmento sobre una curva (Illamada curva u) en el plano xy.

Si F(u,v)=X(Uu,v)i+Y(u,v)j luego dF =T, du+F, dv
Si v=v,=cte entonces d,r=7,du pues T,dv=0
Si u=u,=cte entonces d,r=r,dv pues T,du=0

Seobservaque d, =T, du esparaleloa 7, y que d,7=r7,dv es paralelo a T,
La region rectangular del plano uv se transforma en una porcion del plano xy que es casi un

paralelogramo cuyos lados son los vectores T, du y [, dv como se observa en la figura anterior. El
area de dicho paralelogramo es el mddulo del producto vectorial de ambos vectores.

Luego el dA =], du x F, dv|=|Ff, xT,|dudv

Donde el médulo del producto vectorial es:

15
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i ]k
- Xy Yul| |2 (X
foxtl=lx ve o= Yo <|Z D)
x, y, of U7 ’
X
Pues por definicion el Jacobiano de (u,v) es |J(u,v)|=‘a Oy PXu Y
o (uV)| X, Yy

Recordar y relacionar con matriz jacobiana vista en Unidad I, paragrafo 10.7 pag.41.

Por lo que el area:

Xy Yu
Xy Yy

2 (xy)
2 (u,v)

dA = du dv= du dv

Es decir que:  [[f(x,y) dxdy = [[f [X(u,Vv), Y (u,v)]-|3(u, V)| du dv
R T

e SiJ(uyv) =1 paratodos los puntos de T, el "paralelogramo” tiene la misma &rea que el
rectangulo y la aplicacion conserva las areas. Si no es asi, para obtener el area del
paralelogramo se debe multiplicar el area del rectangulo por J(u,v). .

Se ve que el jacobiano es un factor de proporcionalidad de las areas de las regiones.

e SiJ(u,v)=0enun punto (u,v), los vectores T, du y T, dv son paralelos (ya que su producto
vectorial es el vector nulo) y el paralelogramo degenera.

Tales puntos se llaman puntos singulares de la aplicacion. Ya sabemos que la forma de
transformacion es valida también si existe un nimero finito de puntos singulares o mas general
cuando tales puntos forman un conjunto de medida nula.

De lo estudiado anteriormente tenemos

Teorema :
Sea z = f(x,y) integrable en una regibn R. Sea o una transformacién biunivoca

%% > W2 dada por x=X(u,v),y=Y (uyVv) tal que Ju,v) = 0,
para todo (u,v) e G (R) =T. Entonces se verifica

J;If(x,Y) dx dy=ﬂf [X(u,Vv), Y (u,v)] J(u,v)| du dv

Observacion: la formula anterior vale también si J(u,v) = 0 sobre un numero finito de puntos
singulares.

16
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2.5.2. Cambio de coordenadas en integrales dobles. Coordenadas polares

: X =p C0SO
Consideremos: v 1
y=p seno
(p,9)
X(p,0) =p cosO
Es decir que: (p.6)=p P
Y(p,0) =p sen0 . y=pseno
conp>0 Yy 0p<0<0)+2n x:pcosez " x

para que la aplicacion sea uno a uno.

oX 0Y

_loep op|_ cos0 sene_ 2 2 L
J(p,0) = = =p (cos“0+sen“0)=p = |I(p,0)|=|p|=
°.0 =15 % oY= psens pcose| P ¢ )=p = [(p.0) =[p|=p

00 0606

Quedando dA=p-dO-dp
La formula de transformacion es:

[[f(x,y)dxdy=[[f (p cosO,p send)p dp d6
R T

Las curvas p = cte. son rectas por el origen y las curvas 0 = cte. son circulos concéntricos en el origen
en xy. La imagen del rectangulo en el plano p6 es un "seudo paralelogramo™ en el plano xy limitado
por dos radios y dos arcos de circulo.

Yy 4
0 4 X(p,0)=p cosH
Y(p,0) =p send

T

s~

i {p—p(x,y) s

> ¢
0 6=6(x.y) X

Las coordenadas polares son particularmente importantes cuando la region de integracion tiene
fronteras a lo largo de las cuales p 0 6 son constante. En el caso de contornos circulares o elipticos
en el plano xy, se puede transformar en rectas paralelas a los ejes coordenados en el plano p,6.

17
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Ejemplo 7: Calcular el area de un cuarto de circulo de radio a.

Solucion: Se realiza el célculo utilizando integrales dobles
y coordenadas polares. N

y
A:” dx dy
R 2 2
y=-+/a —x
X =p €0sO 1.6) = x=0
y=p send o= S
y=0 a

X

En el plano xy se toma un cuarto de circulo, en el primer cuadrante y se ve en que se transforma
en el plano (p,0), transformamos cada una de las fronteras:

Six=0=>0=pcosO - 0=mn/2
Siy=0=>0=psen6 —» 6=0
Six2+y2=a — p?=a? —» p= xa, p SOlotoma valores positivos = p=a

Si x=0= 0=p cos0O
. —>p=0
Siy=0= 0=p send

Luego 0 < p <a El cuarto de circulo se transforma en el rectangulo [0,a] x [0,7/2]

e yu
T 0 =n/2
2 y=+a —x
x=0
=a
p=0 P
0=0 a 0 y=0 a "

Luego el area es:

O N | 3

A:J-J.pdpdﬁ = jepdpdé) =—a
T 0

Ejemplo 8:

Calcular el rea del circulo de ecuacién x? + y? <4x en coordenadas polares.
18
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Solucién: utilizando MAPLE :
Fagian de Intagracidn

1rc 4cos6
2

jjf(x,y)dxdy: 1 p dp do=4rn
——n J0
R 2

Ver desarrollo de la solucion en Anexo de Integrales Mdltiples.

2.5.3. Cambio de coordenadas en integrales dobles. Coordenadas polares generalizadas

=p-cosO 0<p <1
J(p,6)=a-b-p

ol o | X

=p-Senod 0<6 <2rn

! Queda para el lector la demostracion del Jacobiano para estas coordenadas y el planteo del dA.

2.6. Aplicaciones de integrales multiples

2.6.1. Valor medio de una funcién.

Sea f(x,y) una funcion continua en las variables x e y, el valor medio de f(x,y) en una regién plana R
estd dado por :

Il fx,y)dA
JI, dA

Valor Medio =

2.6.1. Masa total de una lamina.

En estas aplicaciones se trabaja con una lamina en N2
Se define utilizando integrales dobles a la masa total de una Il&mina con densidad o (x,y), como
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m(R) = ch(x, y) dx dy

[fo (x,y)dxdy
masa R

el cociente = se llama densidad media de la lamina.
area [[dx dy
R

Si R no es una lamina, sino una figura geométrica de dos dimensiones, el anterior cociente se
llama promedio o valor medio de la funcion o sobre la region R.

2.6.2. Centro de gravedad de una lamina.

Se define como centro de gravedad (X,y) de unalamina a

LIXG (x,y) dx dy Ljycs (x,y) dx dy

Xl
<

m(R) T mR)

Cuando la densidad es constante o (X,y) = C, entonces :

”xdx dy | Hydx dy
”dx dy ’ ”dx dy

donde _[ dxdy es el area de R.

En este caso (X, y) se denomina centroide de la lamina (o de la region R).
2.6.3. Momento de inercia de una lamina.

L es una recta en el plano de la lamina y d(x,y) la distancia desde el punto (x,y) de R a la recta

1= [[a? 0 y)o (xy) dxay

Se Illama momento de inercia de la lamina respecto a L.

Nota: Si o (x,y) =1, IL se denomina momento de inercia o segundo momento de la region R respecto
de L.

Los momentos de inercia respecto a los ejes x e y se designan por Ix e ly
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I =Jfy’c(x,y)dxdy , 1, =[[x?c(xy)dxdy
R R

La suma de estos dos se llama momento polar de inercia lo respecto del origen:  lo=Ix+ Iy

Ejemplo 9: Calcular el centroide de la region plana limitada por un arco de sinusoide,
con 0<0<m.

Solucion: Como o(x,y) no es dato se considera constante.

Por simetria 1-

0,2 y=sen(x)
x="-157
2

0,64

0,4 .y
.” y dx dy {czoy)
y= R 0,24

[[dx dy

R a T T T
0 1 2 3

senx T

J jdxdyzjsenxdx:—cosx =2
0 0 0

T Senx sen X T

dx:—ij‘senzxdx=1 X__(sen2x) ==
2 4 2
0 0 0

R.2
y
dxdy=| 2
jy yjz

0 O 0

Luego:
J- y dx dy

R =T _039

y=-t——
dexdy 8
R
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3. INTEGRALES TRIPLES

3.1. DEFINICION DE INTEGRALES TRIPLES

Siguiendo los cinco pasos utilizados para definir integrales dobles, se define la integral
definida tridimensional o integral triple. La que notamos como

J‘.”‘ F(x,y,z) dV
R

1. Considere que F(x ,y ,z) esta definida y acotada en una region R cerrada en el espacio.

2. Por medio de una red tridimensional de planos verticales y horizontales paralelos a los planos
coordenados, forme una particion P de R en subregiones (cajas) Rk de volimenes Vi contenidas
totalmente en R, donde ||P|| es la norma de la particion, o sea la longitud de la diagonal mayor de los
Rk.

3. Elija un punto intermedio arbitrario (X, Yyy,Zy) en cada subregion R k.
4. Forme la suma de Riemann:

n * * *
kZOF(kayk’Zk) AV

5. Tome el limite de la sumatoria anterior cuando la norma de la particion tiende a cero para obtener
la definicidn buscada.

m'F(x,y,z)dV= lim > F(X, Yk, Zk)AVi
R IPI=0 ¢Zo

_.(
\

x / P ;::i::::.;‘.ff;;_ﬂ — 1
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Definicion: Sea f una funcidn de tres variables definida y acotada en una region cerrada R del espacio.
Entonces la integral triple de F en R esta dada por

J.HF(vaaZ) dVZ ||m % F(Xk*’yk*vzk*) Avk
R P|l—0 k=0

|Pl—>

siempre y cuando el limite exista.
Se trabaja con funciones continuas sobre una region R < %> simplemente conexa del tipo:

R={(x,y,2):a<x<b;0 1(X) Sy<o(x);y1(Xy) <z<y 5(x,y)}

Supdngase que este dominio especial tridimensional R, limitado por una superficie cerrada S tiene
las siguientes propiedades:

1) Que toda paralela al eje z, trazada por un punto interior del dominio R (es decir por un punto que
no pertenece a la frontera S), corta a la superficie S en dos puntos.

2) Todo el dominio R se proyecta sobre el plano xy en forma de un dominio regular (de dos

dimensiones) D.

Z A

Z =2 (XY)

2= yi(xy)
5 S R
) Y = Q" v = g2(¥)
X A~ :

El volumen V es la diferencia del volumen que limita z = y 2 (x ,y) menos el volumen que limita z
=y 1 (X,y). Luego el volumen total es igual a:

b @,(x) b ¢,(X) b ¢(X)
V=] [ waxydydx—] Jyi(xy)dydx =] [[y20¢y)-wi(xy)ldydx
a ¢1(x) a ¢1(x) a ¢;(x)
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b @a(X) wa(x,y)

v=|

dz dy dx

a @1(x) wi(xy)

Las integrales triples no tienen interpretacion geometrica cuando el integrando no es constante, es

decir del tipo:

b ©(X) wa(Xy)

J I

[f(x,y,z) dz dy dx

a o1(X) wi(x,y)

y

i . X z
Ejemplo 10: Calcular el volumen comprendido entre los tres planos coordenados y 2 +=+—-=1

Solucién: Despejando z, z=8-2x - 2y

4 4-x 8-2x-2y 4 4-x
v=[ | [ dzdydx=] [ (8-
0 0 0 0 O

4
2x—2y)dydx = | 8y — 2xy — y?

0

4 8

z=198-2x- 2y

4
[[8(4-X)—2x (4-x)—(4-x)?] dx

0
4

0

24

3
V:J'(16—8x+x2)dx:16x—4x2 +%

4
64

3

0




INTEGRALES MULTIPLES

3.2. Cambio de coordenadas en integrales triples.

3.2.1. Cambio de coordenadas en integrales triples. Coordenadas curvilineas

Teorema:
Sea f=f(x,y,z) integrableen R ¢ %3, 5 una aplicacion uno a uno tal que, o : R3—> R y
x = X(u,v,w)
c=1yY=Y(u,v,w)
z=27(u,v,w)

tal que J(u ,v ,w) =0 paratodo (u,v,w)e o (R)=R" entonces se verifica:

” f(x,y,z)dxdydz=ﬂ f[X(uv,w),YUu,v,w),Z(u,v,w)] |I(u,v,w)| du dv dw
R R

Observacion:

1 - La férmula anterior vale aln si, sobre un conjunto de 9%3de medida nula, J=0

2 — Notese que la expresion del diferencial volumen, dV, en el nuevo sistema de coordenadas es
dV=|J(u,v,w)|dudvdw = |f, A F, - T, |dudvdw (1)

Con du >0, dv >0, dw > 0 escalares positivos.

Se recuerda que el vector posicion de la superficie es
F(u,v,w) = x(u,v,w)i +y(u,v,w)j+z(u,v,w)k, porlo que

~H

=X, i+Yy, J+2Z,

i

=X, 1+Yyy, j+2,

Fy =Xy 1+Yy J+Zy K

Reemplazando en (1) resulta:
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Xu Yu Zu
dV =[f, AT, - Ty| du dv dw=|X, Y, Z,[dudvdw
XW YW ZW

Este determinante es el jacobiano o factor de proporcionalidad de volumenes,

XU YU ZLI
Juv,w)=X, Y, Z,
XW YW ZW

Existen dos sistemas de coordenadas curvilineas particularmente importantes, las coordenadas
cilindricas y las esféricas.

3.2.2. Cambio de coordenadas en integrales triples. Coordenadas cilindricas

Se ubica un punto en el espacio y sus

correspondientes coordenadas p, o, z. z
. X=p 0S¢ P(xy.2) 0P(p, 02
La transformacion o : {y=p seno ?
z=2 g
con 0<p<2n,p>0, 5 :y
AN
(P, 9)

recibe el nombre de sistema de coordenadas cilindricas, se calcula su Jacobiano y se ve donde es
valida dicha transformacion.

Xo Yp Zp CosQ seng O
Xp Yo zo=|-psene pcose O =p;
X, Y, Z, 0 0 1

0 (X,y.2) _

o) =5 0

Se obtiene la expresion del jacobiano y del diferencial de volumen correspondiente

Jp.o2)=p y dV = p dp do dz

El jacobiano es distinto de cero (J(p,¢,z) = 0) si y solo si p # 0, luego para todo punto distinto del
origen existe ¢ 1 y por lo tanto para estos puntos la terna (p,p,z) es un sistema de coordenadas.
Al aplicar la transformacion tenemos:
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Jﬂf(x,y, z)dxdydz:jjjf(p cosQ ,pseno ,z)p dp do dz
R R’

Gréaficamente:

X =pCcose

Yy =psen @

Z=Z

4%

3.2.3. Cambio de coordenadas en integrales triples. Coordenadas esféricas

X =T COSQ®
La transformacién G AYy=rsene
Z=p cosO z

con r=psen 0 (ver grafica)
e P(X,Y,2) 0 (p, 0, 0)

da lugar a la transformacion o P
p CO0S 0
X =p Send coso 0<op <2m y
y =p send sene 0<0 <n r Cos ¢ r g
7= p cosH p >0 (P .................. N = p sen 6
rsen @

Ilamada sistema de coordenadas esféricas.

En la siguiente figura se visualiza la transformacion de un diferencial de volumen cuando se le aplica
coordenadas esféricas.
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AZ

DN

Se determina la expresion del jacobiano para las coordenadas esféricas

Xp Yo Zp sen® cose  send seno cos0O

P, 90) =Xy, Yo Zo|=|-pSend sene p sendcose 0
Xo Yo Zg pcosOcose pcosOsene —p send

=—p?sen’d cos® p— p *send sen’e cos’ O —[p >cos’ @ send cos’p+ p *sen’d sen’g]
=—p?[sen*H (sen*p+ cos’¢p)+cos’d (send cos’p+send sen’ @)]

=—p?[sen*d +cos’O send (cos’p+ sen’ p)]
=—p?[send (cos’d+ sen’d)]=—p’send, obteniendo finalmente
J(p,0,0)=p°send
Si J(p,p,0) 0, entonces p?sen®=0,porloque sen® = 0 y 0 =0.
Pero si 6 = 0 implica que son los puntos sobre el eje z (+) que es un conjunto de medida nula en N

por lo que la formula de transformacion es:

[[[f(x,y,z) dx dy dz =([[f [p senb cose,p send seng,p cosb]p 2sen0 dp dO do
R R’

Ejemplo 11:
a) Calcular el volumen de una esfera x
utilizando coordenadas esféricas.

2 2 2

+y?+22=a

Solucion:
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ma T«
V=[fdx dy dz= | | [p?sen® dO dp do
R 00O

2t a

V=] —p2cos6
00

T

2t a

dp do = [ | 2-p%dp do
0 00

a

2n 21
VZZI p3| do :Za3j do :ﬂn a3
30 0

0 3

en z =

<
Il
O'—.QJ

pz
j p dz dp do
0

A

z

INTEGRALES MULTIPLES

v

b) Hallar el volumen de la regién encima del plano xy limitado por el paraboloide
z=x2+y? yelcilindro x?+y?=2a?

Solucion: se trabaja con coordenadas cilindricas, asi la ecuacion del paraboloide se transforma
p?y laecuacion del cilindroen p? = a2,

Z:x2+y2
S~
21 a P’ 21 a
3 a*
V:J‘J‘pz dpd(p:J-J.p dp d(p:27|;— x/
0 0 0 0 0
v="C g4
2

La grafica utilizando Maple es:
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3.3. Aplicaciones de las integrales triples

3.3.1. Masa total de un solido.

Las integrales triples pueden emplearse para calcular volimenes, masas, centros de gravedad,
momentos de inercia y otros conceptos fisicos asociados a solidos. Si R es un solido su volumen V

esta definido por la integral triple:
V:” dx dy dz
R

Si al solido se le asigna una densidad t (X,y,z) en cada uno de sus puntos (X,y,z), su masa M es:

M= J.‘ﬂr (X,y,2) dx dydz

3.3.2. Centro de gravedad de un solido.

Las coordenadas (X, Y,Z) del centro de gravedad de un sélido R se determinan por definicion de la
siguiente forma:

YZ%I{Q”XT (x,y,2) dxdydz yzﬁj‘gyr (x,y,2) dxdydz

zZ

%”J-Z T (X,y,2) dxdydz
R

3.3.3. Momento de inercia de un sélido.

El momento de inercia respecto al plano xy, Ixy, se determina por:

Iy :I.[IZZ T (X,Y,2)dx dydz
R

existiendo formulas similares para I yz , | x.
El momento de inercia respecto de una recta L, I, se define como:
I = dez(x,y, z)-1 (X,y,2) dx dy dz
R

donde d(x,y,z) representa la distancia de un punto genérico de R a la recta L.
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Ejemplo 12: Hallar el momento de inercia con respecto al eje z, del Ejemplo 16 b),
suponiendo que la densidad es constante , t (X,y,z) = cte.

Solucion:

:II (x2 +y2)r(x,y, z) dx dy dz

Como se trabaja en coordenadas cilindricas

2n a p° D 6
:DIIJdeded¢: Zn
0 0 0

Resumen: En este curso hemos estudiado diferenciales de area y de volumen para diferentes tipos
de coordenadas.

Para trabajar con integrales dobles:

u

Yl du dv

Coordenadas curvilineas dA = ‘
A" Vv

Coordenadas Cartesianas ~ dA =dx dy
Coordenadas Polares dA =pdp do

Coordenadas Polares Generalizadas dA =pabdp do

Para trabajar con integrales triples:

XU YU ZU
Coordenadas curvilineas dv=|X, Y, Z,|dudvdw
XW YW ZW

Coordenadas cilindricas dV=p dp do dz

Coordenadas esféricas dV= p2 sen6 dp do do
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