ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS - Mg Ing. Patricia Cuadros

INTRODUCCION- MODELADO DE PROBLEMAS
¢QUE SON LAS ECUACIONES DIFERENCIALES?

Para representar los fendmenos naturales, la realidad que es cambiante, estd en movimiento,
usamos una simbologia especial que nos informa acerca de una velocidad de un cuerpo, de un
ascenso de temperatura, de un aumento de poblacién, de un monto de intereses, etc. Estos
fenédmenos los podemos ver como la variacion de una magnitud respecto de otra, asi pues, en
matematicas usamos las derivadas para describir estas variaciones, lo que lleva al lenguaje de las
ecuaciones diferenciales para los hechos y los datos cambiantes.

Las leyes de la naturaleza, por ende, estdn en gran parte escritas en lenguaje matematico para
poder entenderlas y trabajar con ellas.

Modelar un problema, podemos decir que es traducir una ley natural que se encuentra en
expresion coloquial al lenguaje simbdlico. Tarea por demads significativa para los problemas de
ingenieria, que continua con: la resolucién del problema, aplicando el método correspondiente y
la correspondiente interpretacion de los resultados obtenidos

El dlgebra permite resolver muchos problemas estaticos, pero los fendmenos naturales mas
interesantes implican cambios y se modelan mediante ecuaciones que relacionan cantidades

variables. La derivada x' = el x'(t) es larazén de cambio instantaneo de la variable x con

respecto a la variable independiente t. Por ello es natural que las ecuaciones contengan derivadas,
ya que son las que describen los cambios. Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones
diferenciales.

Existen diversas metodologias para obtener la solucién de una ecuacién diferencial, que
estudiaremos a continuacién. Resolver una ecuacidn diferencial consiste en determinar la funcién
incégnita, origen de las derivadas presentes en ella.
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Aplicando la segunda ley de Newton:
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En primer lugar, presentamos algunas de las leyes
naturales modeladas mediante ecuaciones
diferenciales, como ejemplos.

Ejemplo 1: Caida libre

s = s(t) : altura de la caida en funcién del tiempo.

., , d?s .,
Aceleracidn de la caida: —z-8 (g : aceleracion de la

gravedad).

Las condiciones iniciales del problema son:

= — g Ecuacion diferencial que modela el problema.

La solucion que se obtiene es: s(t) = % gti+Vo t+s,

Ejemplo 2 : Sistema masa - resorte

resorte ; ) < 0
sin estirar [m [ i |
o 2ty =0
posicidn
de equilibrio o -l—

a) bl ol

La ley de Hooke expresa que la fuerza de
restitucion del resorte es proporcional a su

alargamiento.
F=kx(t) conk>0
Por equilibrio (sin amortiguacion):

d*x K x(t
m.og = x(t)

Ecuacion diferencial que modela el problema.
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Ejemplo3 :Péndulo

En este problema se trata de determinar el angulo de

desplazamiento 8 en funcidn del tiempo t.

Considerando arco = radio por angulo, s =1.0 , la
., d?s d?e
aceleracién angulares: — =1 —
dt? dt?
Por la segunda ley de Newton:
F = l a*0 0
m.a=m.l — = —mg.sen
dt? g

Siendosen6=0 =

d2e

73 + 2 sen 6 = OEcuacién diferencial gue modela el problema.

Ejemplo 4 :Circuito eléctrico

La 2° ley de Kirchoff expresa que la suma de las

FT1LTA , . L. . .,
J_ “' '” 'I | \ caidas de voltaje en un circuito es igual a la tensidn
N L ! aplicada al mismo.
| Elt) | < R
' F r . . .
- ] Siendo g = q(t) la carga en un instante. La corriente
I
. d
|_| esi = d—q:>
L t

LEe ) 14 R + c 4= E (t)Ecuacion diferencial que modela el problema

Ejemplo 6 :Ley de enfriamiento

Esta ley expresa que la rapidez con que un cuerpo se enfria es proporcional a la diferencia entre

su temperatura (T) y la temperatura del ambiente (To). Su expresion es:

T=T(t) (Temperatura funcidn del tiempo)
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7r — k(T —To)

Ecuacidn diferencial que modela el problema.

Ejemplo 7 : Cable colgante

T
Tsen &

a) Cables telefdnicos

Tacos g8

by Puente suspendido ix. 0

Hay 3 fuerzas actuando: el peso del segmento de cable P1P, y las tensiones T1 y T2. Siendo w el

peso por unidad de longitud del cable y s la longitud del segmento de cable, en equilibrio:

T1 = T2cosB Yy W.s=Tysenb si se dividen ambas ecuaciones

T, sen 6 ws ws . . d ws
2—— = —= tg § = —por definicién de derivada : D22 (2)
Ty cos @ T T1 dx T,

2 2
La longitud de arco es: s = fox ’1 + (Z—z) dx:>2—;= ’1 + (Z—i) por el teorema

fundamental del calculo.

. d? d
Derlvando(l)ﬁ= Til£= Til 1+ (

dy

2
dx) Ecuacion diferencial que modela el problema
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La solucidén es la funcién y = y(x), que es la forma que adopta el cable, es |la grafica del coseno

hiperbdlico, llamada catenaria.
Ejemplo 8:
En Calculo sabemos que siy = y(x), y'=Yy’(x) es también una funcién de x. Por ejemplo:

2 ., . .
y = e%1* funcién derivable en (-eo, o) su derivada es:

!

— ,0,1x? ay _ : - .,
y =e .0,2 X=>— =Y. 0,2 x sieldato del problema es esta ultima expresioén la pregunta
y

gue nos hacemos es cual es la funcion y=y(x) solucién del problema?.

Los ejemplos anteriores son unos pocos ejemplos de modelado, algunos mas complejos que otros,
pero todos tienen en comun que su expresién matematica es una ecuacién que contiene derivadas
y obtener el resultado buscado es encontrar la funcidn que satisface esa ecuacién. Las derivadas
presentes en las ecuaciones son de distinto orden, primeras, segundas, etc, y las ecuaciones muy
distintas unas de otras, particulares para cada problema, por lo cual existen distintos métodos de
solucidén para ellas. El primer paso es identificar el tipo de ecuacién diferencial y de acuerdo a ello

aplicar el método de solucién correspondiente. Es lo que estudiaremos a continuacién.



