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INTEGRALES DE SUPERFICIE

Las integrales de superficie y sus aplicaciones son los temas que se abordan a continuacion. El
nombre de este tipo de integrales se debe a que en lugar de integrar sobre regiones planas limitadas
por curvas, se integra sobre regiones del espacio limitadas por superficies.

1. Dominio de Integracion
En este tipo de integrales la region o dominio de integracion es una superficie, por lo que se
recuerdan algunos conceptos sobre ellas.

1.1 Parametrizacion de superficies

Un método para expresar analiticamente una superficie es la representacion implicita.

La cual se expresa como un conjunto de puntos (X,y,z) que satisfacen una ecuacion de la forma
F(x,y,z) = 0. La que sera muy utilizada en esta guia.

Cuando es posible despejar una de las coordenadas en funcion de las otras dos, por ejemplo z en
funcién de x e y, obtenemos una representacion explicita dada por una o varias ecuaciones de la
forma z = f(x,y).

Ejemplo: una esfera de radio 1y centro en el origen de coordenadas tiene la representacion implicita
xZ+y2+22-1=0,
Al despejar z, se obtienen dos ecuaciones:

Z=+41-x%-y? y z=—41-x>-y?

La primera es la representacion explicita de la semiesfera superior y la segunda es la representacién
explicita de la semiesfera inferior.

Otro método de representacion de superficies generales es la representacion paramétrica o
vectorial por medio de ecuaciones que expresan las variables en funcion de parametros.

De manera similar a como se describe una curva mediante una funcién vectorial r(t) de un solo
parametro, podemos definir una superficie mediante una funcién vectorial de dos parametros.
Dada z = f(x, y) su representacion paramétrica en funcion de dos parametros u, v esta dada por las
ecuaciones: X = x(u,v) ; y=y(u,Vv) ; z=1z(u, V). El punto (u, v) varia en un conjunto conexo
bidimensional T en el plano u v, y los puntos (X, y, z) correspondientes constituyen una porcion de
superficie en el espacio xyz. Este método es analogo al de la representacion de una curva en R3,
mediante tres ecuaciones con un parametro.
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Si se introduce el radio vector r=r(u,v) que une el origen a un punto geneérico (X, y, z) de la

superficie, se puede combinar las tres ecuaciones paramétricas en una ecuacion vectorial:

F(u,v)=x(Uu,v)i+y(uV)j+z(u,v)k,donde (u,v) e T, este vector describe la superficie.

v
S 1)
X=X (u, V) r=ruy)
y=y(uv)
z=12(u,V)
> y=
u
«

X

Ver en ANEXO- INTEGRALES DE SUPERFICIE ejemplos de representacion paramétrica de
superficies y parametrizacién de una superficie de revolucién

2. Area de una superficie alabeada

2.1. Producto vectorial fundamental.

Se considera una superficie representada por la ecuacién vectorial:
F(uv)=x(uv)i+y(uyv)j+z(uv)k ;donde (uv)eT

Si X, y, z son funciones de u, v; con derivadas parciales continuas en T podemos considerar los
vectores:

or o0X- 0Y- O0I- . Jr 07
= = I + ]+ k, r, = =
Ju Ju 2 u a2 u av o
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Se considera en T un segmento rectilineo horizontal. Su imagen por r es una curva (llamada
u-curva) situadaen r(T).

Si v=cte=c,, entonces F(u,c,)=x(U,C, )i +y(u,cy)J+z(u,c,)k=F(u)

Luego: 1, =T,(u,c, ) es el vector tangente a la curva generada por v = cte.

Si u=cte=c,

F(c,,v)=x(c,v)i+y(c,v)j+z(c,v)k=F (v) porloque



r, =r,(c,,v) esel vector tangente a una curva generada por u = cte.

v A
x=x(uv)
Foay=yy)
z=z(u,v)
v=cte |
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v

Un rectangulo en T que tenga un &rea Au Av se convierte en una porcion
de F(T) que se aproxima por un paralelogramo determinado por los

vectores T, Au y T, Av. El area del paralelogramo determinado por
I, Auy 1, Av es el modulo de su producto vectorial

IF, Au A B, AV||=|F, A F, |AuAv

Sea r=r(uyv) —— dr=r, du+r,dv
siv=cte— d,F=r, du esparaleloar, ,

siu=cte— d,F =T, du esparaleloar,

r, Av

Au

Sij




INTEGRALES DE SUPERFICIE

Luego el diferencial de superficie es: [dS =||F, du A F, dv|=|/F, A F, |dudv

Asi, la norma del producto vectorial fundamental de F, AT, se puede considerar como un

factor de proporcionalidad de las &reas.

2.2. Definicion de area de una superficie alabeada

Sea S = r(T) una superficie paramétrica representada por la funcion r definida en una region T del

plano uv. Un rectangulo en T de &reas Au Av es aplicado por ' sobre un paralelogramo curvilineo
en S con area aproximadamente igual a:

IT, A |AuAv

Si(u,v) esunpuntoen T enelcual ¥, y I, soncontinuasy el producto vectorial fundamental no es
nulo, el punto imagen r(u,v) se llama punto regular de 7. Una superficie r =r(u,v) se llama

regular o suave (sin discontinuidades) si todos sus puntos son regulares,. En cada punto regular los

—

vectores 1, y I, determinan un plano que tiene el vector

r, A T, como normal. El plano

determinado por 1, y T, _es el plano tangente a la superficie.

Los puntos en los que no son continuas r, 0 T, obien 1, A T, =0, sellaman puntos singulares

de r. En los puntos en que este producto vectorial es nulo el paralelogramo degenera en una curva
0 un punto.
La continuidad de 1 ,f, ,F, determina que no existen aristas o "puntos singulares™ en la superficie, la

no anulacion de 1, A T, evita los casos de degeneracion antes citados.

2.3. Definicion de area de una superficie paramétrica:

El area de una superficie S, que se representa por A(S) , se define por la integral

A = [[ds = [[Ir, A 7| du dv
S T

Observe que S representa una superficie alabeada en el espacio y T una region plana en uv.
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2.4. Area de superficies alabeadas en coordenadas cartesianas

Si S esta4 dada en forma explicita por una ecuacion de la forma z = f(x,y), se usa x e y como
parametros, 0 sea X =X, y =Yy, z = f(x,y) obteniendo la siguiente ecuacion vectorial

F(,Y) =X T+y J+f(xy) k

Esta representacion nos da siempre una superficie paramétrica simple. La region T es la proyeccion
de la superficie S sobre el plano xy.

|~z =1(X,y)

(X.y)

X
<‘7

Para calcular el producto vectorial fundamental se calcula:
Fo=i+f, k =7+ f, K

Si T (x,y) es diferenciable se obtiene:

—

K
R A fy=|1 f|=—fx TI=fy T+ k
f

0

PO —y

y

Puesto que la componente zde 1, A Fy es 1, el producto vectorial fundamental nunca es cero.

Luego los Unicos puntos singulares que pueden presentarse por esta representacion son aquellos
puntos en los que al menos una de las derivadas parciales f, 0 f  no sea continua.

L 9 e R S

En este caso,
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oA T,|dedy=y1+f7+f7 dx dy

La integral para calcular el &rea de la superficie toma la forma:

dsS =

A(S):JIdS:II4/1+fX2+fy2 dx dy
O

Nota: Cuando S estd en un plano paralelo al plano xy, la funcion f(x,y) es constante , de modo que
f,=1f,=0 ,luego

X

AS)=|[ dx dy
T

que coincide con la forma corriente para el calculo de areas de regiones planas.

Ejercicio: Cuando trabaja con A(S) = ”dS:H«/l+ fX2 + fy2 dx dy determine y grafique los
S T

dominios de integracion Sy T. Indique qué tipo de integrales se relacionan.

2.5. Expresiones de dS

Existen distintas expresiones de dS que facilitan el calculo del area de una superficie. Se deduce una
de las expresiones de dS.
Una superficie S que tiene un plano tangente en todo punto
n, (x,y,2) en S, hay dos vectores normales unitarios en (Xx,y,z)
ny n, = —mn
Si es posible elegir un vector unitario n en cada punto (x,y,z)
de manera que n varia continuamente sobre S, entonces S se
Ilama superficie orientada y la eleccién dada de n da la

— orientacion a S. Hay dos posibles orientaciones para
‘/ cualquier superficie orientada.

°
n
e N .ll
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. af . of .
Para una superficie z = f(x,y)dada: r, A 1, = —é i — % j+k
af . oaf .
. e AT -2 l=>=jtk
El vector normal unitarioes: n = =—% = 2%
|Tx/\ry| a2 (3f\2
(5%) +(@) +1

Como la componente k es positiva, da la orientacion hacia arriba de la superficie. Para una superficie
cerrada, la convencion es que la orientacion positiva es aquella a la que apuntan los vectores
normales hacia fuera de S.

Orientacion positiva orientacion negativa

En cada punto de S, definida por z = f(x,y) se considera el angulo y formado por el vector normal
fi=F, AT, yelvector unitario k

Si z=f(x,y) el vector normal queda:

i=f AT, =—f i—f j+k

Se realiza el producto escalar A -Ed:f [l HIZH cosy
€

FX/\Fy _
—H y k el producto escalar es

para los versores f=——
|7 AT,
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(—f i =1, 7+K) -

Ak = K y como el versor fi=cosai+cosf j+cosyk, entonces
[t~
1 . . 1
COS y =—— por lo que er A ryH:—
[t~ cos y

) ~ - _ _ 1
Luego: ds = If, A F |dudv = er A rdexdy—Fsydxdy

Este dS permite calcular el area de una superficie S, o sea una integral de superficie
transformandola en una integral doble.

A(S)=[[ds = [[If, A | du dv= gé dx dy
S T

Teniendo en cuenta que cosy = cos(f,z) = cos(f,k) , se expresa el diferencial de superficie como

_dxdy  dxdy
cos(A,z) cos(f,k)

Y laintegral que calcula el &rea como

AS) = [[——— dx dy = [[——— dx dy
T

d
cos(f,z) T c0s(fi,k)

Por analogia para:
dy dz  dydz
cos(fi,x) cos(f,i)

o x=f(y,z) eldiferencial de superficie toma laforma dS =

dx dz  dxdz
cos(fi,y) cos(f,j)

e y=g(x,z) eldiferencial de superficie toma la forma dS =



INTEGRALES DE SUPERFICIE

VF"'\.(P Yos Zo)

plano tangente

Y

Ver otras deducciones de dS en ANEXO- INTEGRALES DE SUPERFICIE .

Ejemplo:
Encuentre el rea lateral de la superficie del paraboloide z = x? + y? interceptado por el plano
z=4.

Solucién: T

orad { (7 (1)
Se va a calcular A(S) = ” ds 2 -f(r )
S

dxdy

se utiliza dsS = 5
cos(fi,Z) f(F)me

Para la superficie dada la normal exterior es

—2xi—2yj+k _ VS

A= =
Jl+ax2+4y? VSl
cos(fi,Z) = L

J1+4x% +4y?

Asi el &rea lateral se plantea de la siguiente manera
’ 2 sombra de la sup.
A(S)= H,/1+4x2 +4y? dydx o

T

Para su resolucion se utilizan coordenadas polares obteniendo:

2T 2 21
1

1 ey 2
0 0

0

2 T
do = g(17\/17 -1)
0

10
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3. Integral de superficie para campos escalares

Para calcular una integral de superficie es necesario que su dominio de integracion sea una funcion
escalar con condiciones de integrabilidad.
Trabajamos con un campo escalar f = f(x,y,z) definido y continuo en S, con derivadas

parciales primeras continuas en T y una expresion escalar para el dS:

dS = |f, AF,| dudv

Luego

[[fds=[[f [F(uv)] [F, AT, dudv

S T

4. Aplicaciones

4.1 - El campo escalares f = f(x,y,z) =1.

El area de una superficie alabeada se calcula:

AS)=]]ds = [[If, A 7| du dv= Lj% dx dy
S T

Ejemplo: Calcular el area lateral de la porcion del plano 2x +y + 2z = 6, ubicada en el primer
octante.

Solucion:
Z A

Grafica de S

Se trabaja con la expresion del plano en forma explicita z = % (6-2x-y)

Para calcular el dS, se necesita calcular el versor normal

11
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VS 2i+j+2k 1

= - e 2
n= = ==—(2i+j+2k), luego cos(ii,Z)=— porloque
VS| Ja+1+4 3( J+2K) s ueg (M.2)=7 porlog
1 3
dS = —————dxdy = —dxd
cos(n,Z) y 2 y

L3

Por lo que el &rea lateral es:  A(S )= ”ds :Ij Edy dx=9
S

v

Ver en ANEXO-INTEGRALES DE SUPERFICIE resolucién con MAPLE
4.2. Centro de gravedad.
Si el campo escalar f = f(x,y,z) se interpreta como la densidad (masa por unidad de &rea) de

una lamina delgada adaptada a la superficie S, la masa total m de la superficie se define por la
formula

m:”f(x,y,z) ds
s

Su centro de gravedad, el punto (X,Y,Z ) es determinado por las formulas.

)‘(m:”x f(x,y,z) dS ; ym:ﬂy f(x,y,z) dS
s S

Z, = Iz f(x,y,z) dS

S

12



INTEGRALES DE SUPERFICIE

4.3. Momento de inercia
El momento de inercia I. de S alrededor de un eje L cualquiera viene dado por:

I :Héz(x,y,z) f(x,y,z) dS
S

donde &/ x,y,z) representa la distancia de un punto genérico (x,y,z) de S a la recta L.

Ejemplo 7: Determinar el centro de gravedad de la superficie de una semiesfera de radio a.
Ver solucién en ANEXO INTEGRALES DE SUPERFICIE

Integral de superficie de campos vectoriales

5. Flujo

Una de las aplicaciones principales de las integrales de superficie de campos vectoriales es el calculo
del flujo de un fluido a través de una superficie S.

Los vectores fisicos, mecanicos o geométricos, son cantidades dirigidas, diferenciandose los
primeros en que se extienden en una region, donde, pasando de un punto al otro, varian en magnitud
y direccién en forma continua, por no estar confinados en un punto de aplicacion determinado. La
region en donde varia el vector es su campo.

Para cada punto aislado ambas especies de vectores se identifican en la misma definicion y, por
consiguiente, las operaciones basicas, suma, producto, etc., les son comunes y se efecttan en igual
forma.

La propiedad de extenderse en el espacio, implica la definicion de una nueva magnitud caracteristica,
que es el flujo, es una magnitud escalar.

Flujo, de manera general, es "cantidad" que fluye por unidad de tiempo (en un lugar especificado).
Por ejemplo en un rio, respecto de un punto referencial en una orilla del rio podemos decir que el
flujo es de 3 m¥/seg. En general, todo fluido fluye.

De manera que cuando queremos medir flujo de algo, debemos establecer en primer lugar el sitio
donde vamos a contar el flujo, el sitio donde pasaré el material o el fluido. Pensemos entonces en
una superficie cerrada (que puede ser virtual)

Supongamos una superficie S inmersa en un fluido que tiene un campo de velocidades F,
(considere a S como una superficie imaginaria que no impide el flujo de fluidos, como una red de
pesca en un rio o la camara de una turbina) y sea AS el area de un trozo pequefio de superficie S (area

13
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de un elemento infinitesimal de superficie) sobre el cual se puede considerar F aproximadamente
constante. La cantidad de fluido (volumen del fluido) que atraviesa esta region por unidad de tiempo

esta determinada aproximadamente por el volumen de la columna de altura F.q ( siendo este
producto la magnitud de la velocidad del fluido que pasa por el elemento diferencial de superficie
en direccion de la normal n)

I/

Por lo tanto, el volumen del fluido A® que atraviesa el elemento infinitesimal de superficie AS por

unidad de tiempo esté determinado por: AdD = F.A A4S

El volumen total del fluido que atraviesa la superficie S por unidad de tiempo (flujo total) se define

sumando los A®; = F, .fi; 4S; correspondientes a cada elemento infinitesimal de superficie se

n n
suman, esto es > AD; =) F -f; 45, tomando el limite cuando |P| tiende a cero
i=1 i=1

n
lim Z A®D ; se llega a la definicion de flujo.
|Pl=0 =

5.1. Definicion de flujo

El flujo total de F a través de S se calcula mediante la integral de superficie como:
& = [[F.fids.
S

Si p(X,y,z) representa la densidad del fluido, entonces @ = j I pF - i dS representa la masa de
S

fluido que emana a través de S por unidad de tiempo.
14
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Observaciones:
e La naturaleza del campo vectorial determina diversas clases de flujo que se calculan con la
integral definida anteriormente, por ejemplo flujo eléctrico, flujo magnético, flujo de calor, etc.

Por ejemplo si E es un campo eléctrico, la integral de superficie ffs E.n.dS se denomina flujo
eléctrico de E por la superficie S. Una ley importante de electroestatica es la ley de Gauss, que
dice que la carga neta encerrada por una superficie cerrada S es: Q = ¢&,. ffs E.n.dS , siendo

€o Una constante llamada permitividad del espacio libre.
Otra aplicacion es el calculo del flujo térmico. Suponga que la temperatura en un punto de un
cuerpo esta dada por u(x,y,z), entonces la rapidez de flujo térmico por la superficie S del cuerpo

esta dada por: —k. ff ¢ Vu.n.dS , siendo k una constante llamada conductividad de la sustancia.

e Toda superficie tiene dos vectores normales:
Si la superficie es abierta uno superior (con componente k positiva) y otro inferior.
Si la superficie es cerrada uno exterior y otro interior.

El gradiente proporciona un método conveniente para encontrar un vector normal unitario.

Para una superficie S definida por z = g(x,y), podemos determinar, de ser posible, dos funciones
implicitas G: z - g(x,y) = 0; g(x,y) —z =0, generando esto los vectores unitarios respectivos

S_ V6 _ 0 (xy)i-gy(xy)i+k
‘VGH \/1+[gx x,Y)] [gy ]
VG 9 (xY)i+gy(xy)j-k

ﬁz‘

ve| \/1+[ g, (xy)] +[gy(x,y)]2

15
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v
v

. . 1 direccion hacia abajo
X direccion hacia arriba X

Si se toma de referencia la normal externa, se determina el carécter del flujo emanado.

El flujo ® puede ser positivo, negativo o nulo.

Si @ es positivo, predomina el saliente.

Si @ es negativo, prevalece el flujo entrante.

Si @ es nulo puede significa que el vector dentro del recinto no existe, o bien que los flujos entrantes
y salientes son iguales, en cuyo caso el flujo resultante es pasante.

Ejemplo:

Calcular el flujo del vector F =yz T +2x j+yx k ; através de una esfera de radio a.
Solucion:

El versor normal a la esferaes i = g i +§ j+ g k, por loque cos(fi,z) = é :

y el diferencial de superficie correspondiente es dS = dedy .
z

Luego: Foa=d2X, 29, yxz_3yzx
a a a a

£ . fids = SV #X
a

>l

%dxdy . Porlo que el flujoes: @ = ” F-fidS= J‘J‘Syxdxdy
S T

Se ha transformado la integral de superficie en una integral doble.
Se utilizan coordenadas polares proyectando sobre el plano xy.

2n a

®= “3xydxdy = I J.3p3C086 send dpdd =
T 0 0

16
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a 2713 2 27.:
cosO senbdd = = I %a“cose send do = % at. ser; oF _ 0
0

0

_T§4
2P
0

6. Divergencia y rotor de un campo vectorial

6.1. Operador Nabla de Hamilton

Hamilton introdujo el operador simbolico (nabla o delta invertido) definido por:
voi? +] 2 k2
0 X oy oz

lo que determina un seudo vector ya que solo indica operaciones a realizar.

Se considera cuando:

a) el operador nabla esta aplicado a una funcion escalar U = U(x,y,z)

I + ] +k U= I+ |
o X oy 01 o X oy 01

§U:(?a . 0 ~aj AU . 5U7+5UE

Se obtiene un vector llamado gradiente de U, VU =grad U

b) si el operador nabla estd multiplicado escalarmente por un campo vectorial
F(x,y,2) =P (x,y,2)i +Q(x,y,2) j + R(x,y,z) kK campo vectorial

voF=i-Z 4L +kL| pi+Qj+ri)=ZP 29, 2R
0 X oYy 0z

Se obtiene un escalar denominado divergencia de F : V-F=divF

c) si el operador nabla multiplicado vectorialmente por un campo vectorial

F(x,y,2) =P (x,y,2)i +Q(x,y,2) j + R(x.y,z) kK campo vectorial

17
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ik
2 a‘ (M w} +(_P_Qj;+[@_£jk~

i

VAF=|2
oX 0y 0z oy oz o1 00X ox 2y
P Q R

Se obtiene un vector denominado el rotor de F, V AE = rot F

Ejercicio: Dado los campos F(x,y,z)=zyi +2zy j+3xyk vy f=f(xy,2) = sen(xy) + 3zx,
calcular Vf =grad f; V.F =div F y VAF =rot F segn corresponda.

Solucion:
V f =grad f = (ycos(xy) +3z)i +xcos(xy) j +3xk
E :5 P +0" Q +0” R

V.F =div =2z
odx Jdy J1
i ] kK
rot ﬁ:v,\ﬁ:g 9 9 (a_R_@ +(6_P_6_R) (@_G_P)k_
oXx oy oz oy oz 0z OX
P Q R

=(3x—2y)i +(y-3y) j+(0-2) k

Luego el rotor del campo vectorial es:

rot F=VAF=03x-2y)i +(-2y) j+(-z) k
Otras operaciones con el operador % (ver en ANEXO INTEGRALES de SUPERFICIE)
6.2. Divergencia

Si V es un campo de velocidades en el movimiento de un fluido, la divV representa la variacion

de flujo por unidad de volumen (velocidad de expansion por unidad de volumen) en cada punto.

divv =92 = =P _ \ariacion del flujo por unidad de volumen.
dv dv

18
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En un sistema de fluidos, la divergencia también se puede interpretar como una medida de la

densidad del fluido en un punto, en otras palabras la divergencia mide la tendencia del fluido a
divergir (alejarse) del punto (x,y,z), entonces es una medida de la compresibilidad del fluido.

e Sies divV =0, el fluido se llama incompresible.

divV =0 = d#q):O — O =cte = @, =P,
dv

En un campo electromagnético, si divV = 0, se dice que el campo vectorial es solenoidal.

S\

divF =0

Ejemplo 1: Sea F(x,y)=2] . Comprobar que div(F)=V.F=0.
Esto se puede ver en un grafico del campo vectorial y una circunferencia en este gréfico.

La Figura permite observar que los vectores que "entran™ en la circunferencia son igual en magnitud
que los vectores que "salen”, esto indica que la cantidad de fluido que "entra" es la misma
cantidad que "sale”. En este caso la divergencia es cero.

e Sies divV > 0 (positivo), el fluido se expande (aumenta su volumen)

divE >0
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Ejemplo 2: Sea F(x,y) =Xi +Yj
Es facil comprobar que div(lf) =V.F=2. Esto se puede ver en un grafico del campo vectorial y
una circunferencia en este gréfico.
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Para este campo, la Figura muestra que los vectores que "entran” hacia la circunferencia son més
cortas que los que "salen™. Esto indica que el flujo neto afuera de la circunferencia es positivo (es
decir, hay més fluido saliendo que entrando). En este caso la divergencia es positiva.

e Sies divV <0 (negativo), el fluido se contrae (disminuye su volumen)

divFk <0

¢ Finalmente, el concepto de divergencia cero es muy importante en la dindmica de fluidos y
la electrodindmica. Esto indica que, aunque el fluido se mueve libremente, su densidad
permanece constante. Esto es particularmente Util cuando se modelan fluidos

incompresibles, como el agua.

Ejemplo 3: Sea F(x,y) =—xi —yj. Es facil comprobar que div(F)=V.F=-2. Esto se puede ver
en un gréafico del campo vectorial y una circunferencia en este grafico.
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Para este campo, la Figura muestra que los vectores que "entran” hacia la circunferencia son mas
largos que los que "salen”. Esto indica que el flujo neto afuera de la circunferencia es negativo (es
decir, hay mas fluido entrando que saliendo). En este caso la divergencia es negativa.

6.2 Rotor. Campos irrotacionales o conservativos.

La circulacion se interpreta en un campo de fuerzas como trabajo de una particula que se desplaza.
Otra interpretacion de la circulacién a lo largo de una curva abierta o cerrada se obtiene en un campo

de velocidades V =Pi +Q j+Rk deun fluido, pues en tal caso da una medida de la circulacién

general (positiva o negativa) del fluido a lo largo de la curva en el sentido elegido.
Si en un recinto simplemente conexo la curva C es cerrada y la circulacion por ella no es

nula, ello indica que en una superficie limitada por C el movimiento tiene un caracter general
rotatorio; por tal razon cuando la circulacion es nula sobre toda curva cerrada C, el movimiento
y el campo V , se llaman irrotacional o conservativo.

En el caso general, si la curva cerrada C se contrae hacia un punto M de modo que tienden a
cero tanto el area o de una superficie S que la tenga por borde, como su didmetro, la circulacion
sobre ella tiende a cero, pero no asi en general su cociente por el area . El limite de ese cociente
depende de la direccion i de la normal a S. Veremos que define un vector, llamado circulacion en

el punto M, o rotor del campo en M, indicado por rotV , cuya componente segln fi es:
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Oseaque: rot -V =(VAV)-ii

Observacion:

Si Vv es el vector velocidad, se puede demostrar que:

rot rot V=2@ donde & es lavelocidad angular
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El concepto de "Rotacional™ fue introducido primero por Maxwell (fisico escocés 1831-1879) en sus

estudios de campos electromagnéticos, sin embargo este concepto (el rotacional) se entiende

facilmente en relacion con el flujo de fluidos. Si un dispositivo de paletas, como el que se muestra

en la figura 1 se introduce en la corriente de un fluido, entonces el rotor del campo de velocidad v

es una medida de la tendencia del fluido a hacer girar el dispositivo en torno a su eje vertical @ . Si

rotV =0 se expresa entonces que la corriente del fluido es irrotacional, lo cual significa que esta

libre de vartices o remolinos que causarian que las paletas giraran.

En la figura el eje w de los alabes apunta perpendicularmente hacia afuera de la pagina.
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Ejemplo 1: El campo vectorial F(x,y,z)=xi esun campo vectorial para el cual rot(F)=VxF=0
Es campo irrotacional que se representa en la siguiente Figura.

Representacion del campo vectorial

Se deja al lector que calcule analiticamente el valor del rotor del campo vectorial dado.

La Figura siguiente muestra una vista de este campo vectorial para un valor de z constante.
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Representacidn del campo vectorial para z=0

Claramente se observa, que si esta es una corriente de fluido y los vectores sefialan la distribucién
de velocidades a lo largo de lineas de corriente, una ruedita sumergida en este fluido no giraria, sélo
seria arrastrada por la misma.

Ejemplo 2: Dado F(x,y,z)=yi+2]j un campo vectorial, rot(lf) =VxF=(0,0,-1). Es un campo
vectorial que gira alrededor del eje z en sentido horario.

Se deja al lector que calcule analiticamente el valor del rotor del campo vectorial dado.

La Figura muestra una representacién de este campo vectorial.

Representacion del campo vectorial

Si se logra una vista de este campo vectorial para un valor de z constante, como en la Figura que
sigue, se ve que si esta es una corriente de fluido y los vectores sefialan la distribucion de velocidades
a lo largo de lineas de corriente, una ruedita sumergida en este fluido girara en sentido negativo, es
decir a favor de las agujas del reloj.
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Representacion del campo vectorial para z=0

Ejemplo 3: Dado F(x,y,z)=—yi+Xj uncampo vectorial, rot(F)=VxF=(0,0,2) .

Si se observa una vista de este campo vectorial para un valor de z constante, se ve que si esta es una
corriente de fluido y los vectores sefialan la distribucion de velocidades a lo largo de lineas de
corriente, una ruedita sumergida en este fluido girara en sentido positivo, es decir en contra de las
agujas del reloj como se ve en la Figura que sigue.
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Representacién del campo vectorial para z=0

Se deja al lector que calcule analiticamente el valor del rotor del campo vectorial dado.
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