INTEGRALES DE LINEA

Se estudiaran tres teoremas muy importantes en el Célculo, ya que relacionan los distintos tipos
de integrales, ya vistas y facilitan su calculo.

1. Teorema de Green

El Teorema de Green es muy util porque relaciona una integral de linea a lo largo de la frontera
de una region con una integral de &rea sobre el interior de la region, y en muchos casos sera mas
facil evaluar la integral de linea que la integral de area.

Este teorema debe ser considerado como el similar del 2° Teorema fundamental del calculo
(Regla de Barrow), para el caso de integrales dobles.

Sean F(x,y) =P(x,y) i+ Q(x,y) ] un campo vectorial con derivadas parciales primeras
continuas en un conjunto simplemente conexo D del plano xy. Sea C una curva de Jordan
(regular a trozos), y se representa por R la region que encierra C y su interior. Se supone que

esta contenida en D. Se tiene entonces la identidad:

@_@J - - fE.or
'U[ dx dy ide+Qdy i;Fdr

La integral de linea se toma alrededor de C en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Demostracion:

La identidad que se quiere demostrar es equivalente a las formulas:

”R Q, dx dy=§ Qdy (1) _.”PY dx dy=§de )
C R C

ya que sumando (1) y (2) se la obtiene.
Sea R la regién que se indica en el grafico:
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R= {(x,y)/ as<xsby y;(x)<y< y2(x)} , donde y1 (X) e y2 (x) son continuas en [a,b] ,
siendo y1 (X) <y (X).
Se calcula la integral doble —”Py dxdy , integrando primero respecto a y (y variable
R
dependiente):

—IIPY dx dy = -inX)Py dy dx = - j‘[P(X,YQ(X))—P(X:yl(x))]dx
s a

a y,(x)

m'—.cr

Phya0lax [Plrya(olde )
b

Por otra parte la integral de linea IP dx:IP dx+IP dx
C o C,

Para calcular la integral a lo largo de C: utilizamos la representacion paramétrica
F(t)=ti+yy(t)], obteniendo:

b

jpdx:IP[t,yl(t)]dt

C, a
Para calcular la integral a lo largo de C. empleamos la representacion paramétrica

F(t)=ti+y,(t)] ytenemos en cuenta la inversién del sentido, obteniendo:

b a
.[P dx = -IP[t,yz(t)]dt = jP[t,yz(t)]dt
C, a b
Por lo tanto:

b b b a
[pax= [Plysoler- [ pltya(tat = [Pl [ Plys(t)e
b

C a a a
Comparando esta formula con (3) obtenemos (1).

Nota: También se demuestra el teorema para regiones R que puedan descomponerse en un

numero finito de regiones como se indica en la grafica, se aplica el teorema a cada subregion, y

se suman los resultados. Las integrales a lo largo de los cortes se reducen a pares y la suma de las
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integrales de linea a lo largo de las fronteras de las subregiones es igual a la integral de linea a lo
largo de la frontera de R.

I ﬁ-dr:jﬁdnjﬁdnj ﬁdﬂjﬁdf: jﬁ-dﬂjﬁdf
C C C C C, C, C,

1 2 3

x V¥

Ejemplo: Evalte fc x* dx + xy dy, donde C es la curva triangular formada por los segmentos
rectilineos de (0, 0) a (1, 0), de (1, 0) a (0, 1) y de (0, 1) a (0, 0).

SOLUCION: Aunque la integral de linea dada se podria evaluar como se acostumbra, eso
significaria plantear tres integrales separadas a lo

largo de los tres lados del triangulo, de modo que S
en lugar de eso aplicaremos el teorema de Green. [0, 1) r/,.‘-' =1—x
Observe que la region D encerrada por C es simple
y C sigue una orientacién positiva.

Si hacemos P(x, y) = x*y Q(X, y)= xy, v

entonces tenemos (3, ) (1, O x

" i
— [ [42PFax =4 [ (1 — x)dx
ju [ ]-‘ 0 l

= —3(1 _-“}':]:]:EI

Se observa que resolver aplicando la integral doble sobre R es mas sencillo que la resolucion por
medio de las integrales de linea.
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El Teorema se puede utilizar para explicar como funcionan los planimetros. Un planimetro es un
instrumento mecéanico que se emplea para medir el &rea de una region al trazar su curva frontera.
Estos aparatos son Utiles en todas las ciencias: en

biologia para medir el area de hojas o alas, en

medicina para medir el tamafio de secciones ﬁucda
transversales de 6rganos o tumores, en bosques para
estimar el tamafio de regiones pobladas de arboles a
partir de fotografias.

La figura muestra la operacién de un planimetro
polar: el polo se fija y, cuando el trazador se mueve
a lo largo de la curva frontera de la region, la rueda
se desliza parcialmente y rueda también
parcialmente en forma perpendicular al brazo
trazador. El planimetro mide la distancia que la
rueda gira y ésta es proporcional al area encerrada.
La explicacion como una consecuencia del teorema
se puede hallar en los siguientes articulos:

m R. W. Gatterman, “The planimeter as an example of Green’s Theorem”, Amer.
Math. Monthly, vol. 88 (1981), pp. 701-704.

m Tanya Leise, “As the planimeter wheel turns”, College Math, Journal, vol. 38.
(2007), pp. 24-31.

Brazo polar

N\

Pivote

Brazo trazador

Trazador

2. Teorema de Gauss o de la divergencia

Sea R una region sélida limitada por una superficie cerrada S cuyo vector normal unitario i
esta dirigido al exterior de S. Si F es un campo vectorial cuyas funciones componentes

tienen derivadas parciales continuas en % entonces [ F - i dS = [[[(divF)dxdydz
S R
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Demostracion:

Para encontrar la variacion total del flujo (dd) a través de un volumen elemental, primero

encontramos la variacion del flujo en cada una de las direcciones X,y,z.

Consideramos un solido dentro de un campo vectorial, del cual tomamos una porcion elemental.

Sea F=Pi+Q]j+RKk

Se vera con detalle la variacion de flujo en una direccion paralela al eje x, las otras direcciones se

hacen por analogia.

En el volumen elemental dx dy dz , en la direccion del eje x, el flujo entrante es : P dy dz , el

saliente en la misma direccién por la cara opuesta, habiendo variado la magnitud del vector,

debido al desplazamiento infinitesimal, es (P + dx P) dy dz (dx es la notacion para indicar el

diferencial en la direccion del eje x) y el flujo resultante a través de las dos caras paralelas resulta :
d,® =(P+dxP)dydz-Pdydz=dxPdydz

Como se considera una paralela al eje tenemos y =cte, z=cte.y el diferencial de
P =P(x,y,z) es

dP = 8de+any+8 sz: al:)dx:de
0 X oy 0z 0 X
Asi el diferencial de flujo en la direccion de x
d,@=d,Pdydz= Z—P dxdydz = Z—P av (dV = diferencial volumen)
X X

Haciendo lo mismo en la direccion del eje z, x =cte, y =cte obtenemos

_9 Rdx+aRd +a Rdz=8 Rdz=d R

dR =
o X ayyéz 0z ’

Es el diferencial de flujo en la direccion de z
d,0= R +dR) dxdy-Rdxdy=d:Rdxdy =2 dxdydz =2 av
01z 01
Por analogia en la direccion de y, x = cte , z = cte se obtiene:
d,0=22av
ay
Luego la variacion total de flujo en un diferencial de volumen es:



INTEGRALES DE LINEA

P JQ JR
dg=d,¢p+d g+d,¢= + + dv
p=dyp+dygp+d,¢ (ﬁx oy 52}

d¢ = i+ + k |\Pi+ +R k)dVv
¢(0”x ﬁyj o1 j( Q) )

por la definicion de divergencia dicha variacion se puede expresar como
d® = V-FdV = div FdV

Luego de sumar estos diferenciales de flujo y tomando limite cuando AV tiende a cero obtenemos
o=([[V-Fdv 1]
R
Ademés por definicion @ =[[ F - ds [2]

igualando [1] y [2] obtenemos:
jﬂ(?-ﬁ) dv :” F-fi dS
R S
igualdad que también se puede expresar como

J” [?z ?3 lejdxdydz—j F-idS cqd.

Consideraciones importantes:

e Lasuperficie S debe ser cerrada en el sentido de que forma una frontera completa del solido ‘R

e Elteorema de la divergencia establece que el flujo de un vector F, que emana a través de una
superficie S que rodea al sélido R es igual a la divergencia total del vector F en el sélido R

encerrado por la superficie S.
e El teorema de la Gauss expresa una relacion entre integral triple extendida a un sélido y una

integral de superficie tomada sobre la frontera de ese sélido.

Ejercicio: Indique: a) la relacion entre S 'y R. Grafique.
b) Qué tipo de integrales relaciona el teorema de Gauss?

Ejemplo:
Dado F =xi +y ] +zk calcular el flujo ® através de unaesfera x2+y? +z? = a?

@ = jﬂ(v F) dV = jﬁ(ap °Q, aaj)dxdydz




P, 9, aR_,

0 X oy z

4
@ = ||| 3dxdydz=3 = za*— d=4ra’
J[] 3oxdydz=3 2 d
IPor qué se puede utilizar el Teorema de Gauss o divergencia?

Si se calcula utilizando la definicion: & :”' F .ii dS
S

2 2 2 2
If-ﬁ:(x7+yT+zE)-(§T+XT+Ek]:X— y 2 .8
a a a a

2
E.fi-dS =a-2dxdy = 2> dxdy
z z

b a’
—= dxdy
2 ITI\/a2 ~(x* +y?)

D
Usando coordenadas polares se llega a 5= 2ar - d=4a’zn

! Queda para el alumno graficar las regiones Sy T.

3. Teorema de Stokes

INTEGRALES DE LINEA

Sea S una superficie con vector normal unitario i dirigido al exterior, cuyo contorno es una

curva cerrada simple C, suave a trozos. Si V es un campo vectorial cuyas funciones
componentes tienen derivadas parciales continuas en una region abierta R que contiene Sy

C, entonces: §\7 dF = ”W AV )-fidS
C S

Demostracion:

En cada malla de la superficie se toma un punto Py interior cualquiera
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§\7~dr
rot-V)g = lim &
(rot; V)q, ASg—0  AS,
fV-dr
- C
rot;V)p=-——+¢
( f )Pk ASk k

Ck

Sumando todas las mallas

Se considera la norma de la particion N(P) = méax {&} = o, siendo & el didmetro de cada ASk.

Pasando al limite cuando N(P) tiende a cero, y teniendo en cuenta que la suma de las circulaciones
sobre los Ck es simplemente la circulacion a lo largo de C, pues las integrales sobre los arcos

comunes a dos ASg, se anulan mutuamente al tomarse dos veces en sentidos contrarios, y que
n
& AS, es un infinitésimo, resulta
k=1

J.J.rotﬁ\7 ds = :f V.df  cq.d.
S C

Consideraciones importantes:

e El teorema de Stokes es una extension del teorema de Green al espacio, relaciona una
integral de superficie con una integral de linea.

e El teorema de Stokes establece que la circulacion a lo largo de una curva simple cerrada es
igual al flujo del rotor a través de una superficie abierta cualquiera que la tenga por borde.

e Se aplica solamente a superficies abiertas.(Se trabaja sobre la curva de contorno C).

8



INTEGRALES DE LINEA

e Elteorema de la Stokes expresa una relacion entre integral de linea definida sobre la curva de
contorno de un solido abierto y una integral de superficie tomada sobre la frontera del mismo.

Para una mejor comprension, ver interpretacion fisica del fenémeno en la bibliografia.

Ejercicio: Indique: a) la relacién entre Sy C. Grafique.
b) Qué tipo de integrales relaciona el teorema de Stokes?

Ejemplo: Calcular el flujo del rotorde V =x i +4 j+y? k através de la superficie

z=x%+y?, dealturaz=4.

Solucion: B
n
[[(V AV)-fids=§V.dr
C
_________________ 2 v
z=x?+y? para z =4 e
4=x°+y? ¥
i j kK
vav=ld O O gy
ox oy oz
x 4 y?
ﬁ=—2XI—2yj+1k cos(f,2)= 1

J4x? +4y? 41 '

1

JAx% +4y? +1

Vax2 +4y? +1

(VAV)fi=(2yi) ii=

4 X
.U(v AV) - i dS= jj4x +4yy+l(4x2+4y2+1)dxdy )

!Queda para el alumno graficar Sy T. En qué espacio esta cada una?



=pcosd

1
©

X
Utilizando coordenadas polares: { ;
y = p senf

2

3
.[J' —4p° cos® senfdp dO=0
0 0

Si se calcula utilizando el Teorema de Stokes, se tiene:

O -

2
V—dF:Ix dx + 4 dy + y? dz
0

X = 2cost dx = —2sent dt
y =2sent dy = 2 cost dt
dz=0

'[\7 dr = j( —4cost sent + 8 cost) dt =0
C

0<t<2nm
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Se ve la conveniencia del uso de §\7 -dr para calcular el flujo del rotor, cuando se puede utilizar el

C

teorema de Stokes.
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