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FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

1. INTRODUCCION

Vamos a saltar de ese mundo en 2-D al mundo 3-D en el que todos vivimos y respiramos. En lugar
de funciones de x que pueden visualizarse como lineas, podemos tener funciones de x e y que pueden
visualizarse como superficies. Pero, ¢la idea de derivada todavia tiene sentido? jPor supuesto que si!
Siempre que se especifique en qué direccion va.

Los conceptos que se estudian en célculo vectorial, tales como el gradiente, divergencia y rotor, son
muy importante para el estudio de la mecanica y electromagnetismo.

VVemos todos los dias fendmenos que involucran estos tres conceptos, por ejemplo, cuando llueve y
una gota se desliza por el vidrio, esta sigue la trayectoria mas facil de recorrer; y es asi que en este
sencillo ejemplo podemos observar que el gradiente se hace presente.

El uso del calculo multivariable en areas tan importantes como el electromagnetismo genera mayor
conocimiento sobre cémo se comportan las cosas alrededor, también como crear nuevos productos
que realicen una funcién deseada; es necesario tener conocimiento sobre los fendmenos que generan
energia.

Las funciones de dos 0 mas variables independientes se presentan con mas frecuencia en la ciencia
que las funciones de una sola variable, siendo su calculo ain mas complejo. Sus derivadas son méas
variadas e interesantes debido a la forma en que interactlan sus variables. Sus integrales tienen a una
mayor diversidad de aplicaciones. Los estudios de mecénica, electricidad, dinamica de fluidos,
estadistica entre otras, conducen todos de manera natural a funciones de mas de una variable.

Las funciones de varias variables se presentan en la Ingenieria Industrial de forma cotidiana. Desde
las funciones produccion, que permiten comparar los niveles de la misma en distintos puntos, hasta
la necesidad de aplicacion para funciones de maquinaria 0 equipo que toman en cuenta factores
externos, asi como los sistemas de fiabilidad de circuitos, la simulacion o los softwares matematicos
utilizados diariamente en la industria.

Por todo lo expresado es importante el estudio y la representacion grafica de las funciones
multivariables.

Las funciones de varias variables independientes reales se definen de manera similar a las funciones
de una sola variable. Los puntos en el dominio son pares ordenados (ternas, cuartetas, ..., n-adas) de
nameros reales, y los valores del rango son nimeros reales como los que hemos trabajado desde el
principio.

Recordando la definicion de funcion de una variable expresa que si D es un subconjunto de los
numeros reales, D — R, siacadax € D le corresponde un tnico numero real y =f(x), entonces se
dice que fes funcion de x. El conjunto D es el dominio de y = f(x).

Simbodlicamente: f:-D>R con D c R.
X =y =f(x)




El dominiode f(x) es D={x/ f(x)e®R}. R
Laimagendef(x)es I={y/y=1f(x)}.

Ejemplol: R >R .
X —=>y=6Xx+2 /

Ejemplo 2:

Seaf:D—>R; D=[-2,2]cR,talque X2 + y2 = 4 es una funcion multiforme, de donde obtenemos

y=v4-x*, y=—J4-X? que son funcién uniformes:

v y:\/4—x2
1) y=v4-%x*> ; D=[-22]cR
-2 l 2
X

) y=—4-x?; D=[22]cR A\/

-y

Si f es una funcién de dos variables independientes, por lo general llamamos x e y a las variables
independientes, y z a la variable dependiente; ademas, dibujamos el dominio de f como una region
en el plano xy.

Si f es una funcidn de tres variables independientes, llamamos X, y, z a las variables independientes y
w a la dependiente, y dibujamos el dominio como una region en el espacio.

En las aplicaciones tendemos a usar letras que nos recuerden lo que representan las variables. Por
decir algo, el volumen de un cilindro circular recto es una funcién de su radio y su altura; podemos
escribir V = f (r, h). Para precisar, podemos sustituir la notacion f (r, h) por la formula que calcula el
valor de V a partir de los valores de ry h, y escribir V = z?h. En tal caso, r y h seran las variables
independientes y V la variable dependiente de la funcion.

Se veran algunos ejemplos:

1) El &rea A de un rectangulo de lados x e y, viene dada por la formula
A=Xxy. A Vv




A cada par de valores de x e y, corresponde un valor determinado del area A; A es una funcion
de dos variables, A = f(x ,y).

2) La presion P ejercida por un gas ideal encerrado, es funcion de su temperaturay de su volumen

V, P=P(T\V).
P=k (Tj k = cte.
\%
2
3) El volumen V de un cono de altura h y radio r; viene dado por la formula V = % h
V=V(r,h).

4) El volumen V de un paralelepipedo recto, cuyas aristas tienen longitudes iguales a x,y,z viene
dado por la féormula: V =xvyz. Luego el volumen es funcion de tres variables, V =
V(X,y,2).

5) La ley de Poiseville dice que la intensidad del flujo de un fluido viscoso (como la sangre) a
través de un conducto (como una arteria) es:

p= kR—L4( P-PR) R = radio del conducto
L = longitud
PL, O @Np_z’ P1y P2; presiones en los extremos del conducto.
| TR
| L |

p=p (R, L, P, P2) esunafuncion de cuatro variables independientes.



2. FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

2.1. Definicion: Funcion real de dos variables

Definicion de funcion de dos variables: Sea D un conjunto de pares ordenados de nimeros reales.
Si a cada par ordenado (x,y) de D le corresponde un nimero real unico z = f(x,y), entonces se dice

que fes funcion de x e y.

El conjunto D es el dominio de z = f(x,y) V el correspondiente conjunto de valores de f(x,y)es

la imagen (o recorrido) de f. D es un subconjunto de R?.
Las variables independientes son x e y, la variable dependiente es z.

Simbdlicamente: la regla de asignacion es:

f:Do>R D c R?
(X y)—=>z=1f(xy)

Expresado vectorialmente: T —z= f(T), r=(xy);

z=1f(xy) 6 z = f(7 )

X

La definicion de funcidn de tres o mas variables es una generalizacion de la anterior:

f:Do>N D c R?®
(x,y,2)>w=f(x,y,z)

F—)W:f(F) r=(xy,z)

Nota: Observemos que f esta contenido en un espacio de dimensién cuatro, luego no podemos trazar
su grafica en el espacio de tres dimensiones.

2.2. Campo de Existencia

Sea x* +y? +z° =a” ecuacion de la esfera de radio a, si despejamos z obtenemos;
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z =+ a’—x*-y? quedando asi definidas dos funciones uniformes:

-y

Las gréficas anteriores corresponden al caso particular cuando a = 2

Estas funciones estan definidas solo cuando a® —x”—y? >0 es decir cuando x* +y* <a’

(en R?*). El conjunto D = {(x,y) € R’ : x*+ y? < a?} se llama dominio de definicién o campo de
existencia de la funcion.

Definicion: Sea z = f(x,y) un campo escalar, f: R — R se denomina dominio de definicion

0 campo de existencia al conjunto |D ={ X, y)eR* :z=1f(x,y)eR } :

Ejemplos:
a) z=-2x-y+1 D= { x,y): (x,y) € R? }funcién definida en todo el plano x, y

z

D={ (xy):(xy)e®R* |




c) z=In(3x+Y) D={(xy)/3x+y>0} luego 3x+y>0-—>y>-3x
Gréfica de la funcion Dominio de definicion o Campo de existencia

.ur[rr;

Generalizacion: campo de existencia o dominio de definicion de funciones de varias variables.
Por ejemplo sea u= f(x,y,z), talque u=In(1-x*-y?—-z?) luego el campo de
definicion es D ={(x,y,2) : 1-x* = y* = 2* > 0}.

Implica que 1-x* —y*—z°>0—-> x> +Yy?+2z* <1 lo que representa el interior de una esfera de
radio 1.

Nota: No es posible graficar la funcion u = f(x,y,z) por ser su dimensién cuatro pero si podemos
graficar su campo de existencia que es en 3 dimensiones.

2.3. Representacion Grafica

Definicion: La representacion grafica de una funcion z = f(x,y) es una superficie, asi como la
funcién y = f(x) representa una curva.

A un punto (x,.,y,) del campo de definicién de la funcién le corresponde  z = f(x,,y, ). Luego
(x0 Yo f (%Yo )) son las coordenadas rectangulares de un punto del espacio. Si (x,y) recorre todos los
puntos del campo de definicion de la funcion z = f(Xx,y), el conjunto de los puntos (x,y ,f(x,y)) que
asi resulta se llama superficie o grafica de la funcion z = f(x,y).




rq
P (x.y, flx.y)) z
Z.’.'
z=f(x,y)
X Yo
y
Xp
X /
Ejemplo:
Sea z = f,(x,y)=¢" graficar usando un software matematico.

Gréafica de f2

2.4. Campos escalares y campos vectoriales

Durante este curso estudiaremos distintos tipos de funciones. Trabajaremos con funciones vectoriales
de una variable, f: R - R™, (7(t)), asociadas con curvas paramétricas y que permiten por ejemplo
describir el movimiento de objetos. También usaremos funciones vectoriales de dos
variables, f: R™ - R", (r(u,v)), asociadas con superficies parameétricas.

Estudiaremos funciones escalares de varias variables f: R" — R, y las utilizamos para describir por
ejemplo la temperatura en una placa o en un ambiente, o la densidad de la sustancia con que esta
hecho algun objeto; estas asocian un escalar a cada punto en el dominio.

Campo escalar: Un campo escalar se define exclusivamente por el valor de una magnitud, que
adquiere el concepto fisico en estudio. Ejemplos de campos escalares son: presiones, masa,
temperatura, etc. Es decir, es una cantidad que es independiente de la direccion en la que se estudia.

Campo vectorial: Para definir un campo vectorial, ademas de la magnitud, es necesario precisar
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direccién y sentido del concepto fisico a analizar. De esta manera, lo que se habia visto anteriormente
como algo invariable respecto a las direcciones de estudio, se torna en un problema méas complejo al
incidir estas nuevas variables (direccion y sentido).

Para entender un poco mejor el concepto de campo vectorial veamos el siguiente ejemplo:

Una persona viaja en vehiculo con una rapidez de 90 km/h. Esa magnitud seria el campo escalar, pues
se sabe la cantidad, pero no la direccion ni el sentido. Ahora bien, se agrega otro dato: Se dirige por
una ruta, la cual tiene orientacion norte — sur. Con este segundo dato obtenemos la direccion. Ya deja
de ser un campo escalar para convertirse en vectorial, aunque adn falta definir el sentido. Este sera
proporcionado por el tercer dato, ya que si no disponemos de él no podriamos precisar si el conductor
se dirige hacia Pocito o hacia Albarddn, por ejemplo. Tercer dato: El sentido del automovil es sur-
norte. Con este tercer dato, acabamos de definir el vector velocidad del vehiculo, es decir se sabe que
circula a 90 km/h, su direccion es norte-sur, y su sentido es sur-norte.

Ahora bien, si hay més de un vehiculo, cada uno tendra su propio vector. Estos pueden diferir del
anterior o no (si van a diferentes valores de velocidad, en sentido contrario, etc.)

Este seria entonces un campo de velocidades.

La fisica ha optado por el concepto de vector para representar el comportamiento de una particula.
Luego, el comportamiento de un conjunto de particulas es lo que se denomina campo vectorial.
Ejemplos de estos son: el campo de velocidades, campo gravitacional, campo eléctrico, magnético,
campo rotacional de un fluido, etc.

Imaginemos ahora que pretendemos estudiar el movimiento de un fluido por una cafieria. No es para
nada practico estudiar como se mueve cada molécula que constituye el fluido; en cambio la
descripcidn que se adopta consiste en indicar, en cada punto de la cafieria, con qué velocidad pasa en

elemento de quido:I7(x, y, z). Otra situacion de interés es el estudio de la fuerza producida por una
carga eléctrica, que sentira otra carga dependiendo de donde esté situada: ﬁ(x, Y, Z).

Definicion: Matematicamente hablando, un campo vectorial es una funcién que a cada punto del
espacio de n dimensiones le asigna un vector de n componentes, cuyo dominio es un conjunto
de puntos en R? 0 R3y su imagen es un conjunto de vectores de dos o tres componentes.

Por ejemplo: A(x,y,z)= AXi+ Ay j+AzK

El campo vectorial A(x,y,z) asigna un vector a cada punto del espacio P(X,y,z).

Las lineas indican la direccion del campo en cada punto. Su intensidad la representa el nimero de
lineas por unidad de superficie transversal que hay en el entorno de cada punto. Asi, en P1 el campo
es mas intenso que en Pz ya que las lineas estdn més apretadas en el primer punto.

Dos lineas de campo nunca se pueden cruzar porgue en el punto de corte habria dos tangentes y
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entonces el campo tendria dos valores distintos. No obstante, pueden existir puntos de donde divergen
las lineas de campo (fuentes) o en los que convergen (sumideros). En dichos puntos el campo no esta
definido; existe en ellos una singularidad.

sumidero

fuente

Un ejemplo de campo vectorial tipo fuente es el campo eléctrico. Méas adelante se vera un ejemplo de
este tipo.

La mejor forma de graficar un campo vectorial es representar al vector F con una flecha con origen
en el punto (x,y), andlogamente para un campo vectorial en el espacio. Otras representaciones gréaficas
utilizan conjuntos de curvas o de superficies, como las llamadas lineas de flujo, y las denominadas
superficies o curvas equipotenciales. Por supuesto que es imposible hacer esto para todos los puntos
(x,y), pero se puede obtener una representacion razonable trazando flechas para unos cuantos puntos
del dominio.

La gréafica de campos vectoriales es dificil de lograr, pero afortunadamente los software actuales
permiten una visualizacion de los mismos.

Ejemplo: Graficar el campo vectorial F = —y T+ xJ e interpretar el resultado obtenido.

Ceompo Vectorial F
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Cada punto del plano (x,y) tiene asignado un vector de coordenadas (-y,x), la figura anterior muestra
que los vectores describen circunferencias centradas en el origen de radio constante. Es un campo
similar al campo de velocidad determinado por una rueda que gira en el origen.

Un campo vectorial con dominio en R? es una funcion f: R? — R?, que a cada punto (x,y) le asigna
un (Unico) vector de dos componentes. Para cada par ordenado (x,y) del dominio, se tiene asociado
un vector bidimensional, cuya primera componente llamamos P(X,y) y cuya segunda componente
denominamos Q(x,y). Variando de punto, las componentes del campo vectorial varian en general; las
componentes P y Q son funciones escalares de dos variables. Escribimos en notacion vectorial:

F =P(x,y)T+ Q(x,y)j
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Este concepto se extiende a 3D de forma similar.

Ejemplo Campo vectorial en 3D. GraficarelcampoF =yi+zj+xk

Ejemplo Campo de velocidad. Imagine un fluido que se
mueve de manera constante a lo largo de un tubo y sea
V(x,y,z) el vector de velocidad en un punto (xy,z). .
Entonces V asigna un vector a cada punto (x,y,z) en un M—— f - 5
cierto dominio (el interior del tubo) y por tanto V es un e .. |/
campo vectorial en R3 llamado campo de velocidad. La e -

i : A 0 Y .
rapidez en cualquier punto dado esta indicada por la ———:-F\_j_ W
longitud de la flecha. B ] e

Definicion Dominio e imagen. El dominio de un campo vectorial en el espacio es un subconjunto de
R3, y el de un campo vectorial en el plano es un subconjunto de R2.

El “dominio natural” del campo estd dado por la interseccion de los dominios naturales de sus
funciones componentes.

La imagen de un campo vectorial en el espacio consiste en un conjunto de vectores de tres
componentes, y la de un campo vectorial en el plano son vectores de 2 componentes. El “dominio
natural” del campo esta dado por la interseccion de los dominios naturales de sus funciones
componentes.

2.5. Generalizacién del concepto de funcién de varias variables.

Consideremos funciones con el dominio en el espacio n-dimensional R" y el recorrido en el espacio
m-dimensional R" .

Esdecir: [f :R" > R™
Analicemos los posibles casos:

a) m=n=1 f:R->N

X — y=f(x)
Se llama funcion real de variable real. Son las funciones estudiadas en Calculo I, funciones de una
sola variable independiente.

Ejemplo: Sea y=kx ; k=-constante; la ecuacion de una familia de rectas
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b) m=1 y n>1

Casos Particulares:

bl) Si n=2 f: 2 > R
xy)—>z=f(xy)

- - funcién de dos variables
r —z=f(r)

b2) n=3, f:R >N funcion de tres variables
Xy, z) > w=f(xYy,2)
r o w=f(r) con re®’

b3) m=1vy n=k, f: RSN
(Xpy Xg peeen X ) > W= (X, X000 X, )

r o w=f(r) con re%RX

En este caso f(r) es una funcion real de variable vectorial o simplemente campo escalar de variable
vectorial.
Se analizan los ejemplos dados en la pagina dos.

En el primer ejemplo (area del rectangulo)

A:D, —>® D, c ®? y
(xy)—> A=AXy)=xy
r > A=A(r)

En el cuarto ejemplo (Volumen paralelepipedo)
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V:D, -»>®R D, c %°

(xy,2) >V =V(x\y,z2) = x.y.z z
— —_ X
r —V=V(r)
y
c) Sin=1 vy m>1
frR>R" f es una funcién vectorial
X — T :?(x): fl(X)a+---+ f_(X)€en de variable real.
Ejemplo: Si m=2 f: R > R

2

X > f=f(x)=x% el +(2x+6) e,

dSin>1 y m>1

3

f: R"> R reR” luego r=(X,X%,,...x,)
9

r f=f(r)=f(r) es+..+f (r)em

f(F) esunafuncién vectorial de variable vectorial o simplemente campo vectorial de variable
vectorial.

Por ejemplo:
DSi n=2 y m=2

B f:iR2 > R?
(KY)*fKKY)=.ﬁCﬂYF+'ﬁC&YH

Ejemplo:
Graficar el campo vectorial F(x,y)= -y& + X, =(-y,x) e interpretar el resultado obtenido.

Campo Yectorial F
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EL % t3 « v+ 0 v ¥ T T T i
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%%%%%%mwwznwama&‘??ﬁ‘?
T T e w e s PRPRRR
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T R R I R R R - -
R S N I I~ A B~ [~
T S ) T TR SR T S A e = o o o o S SR

Cada punto del plano (x, y) tiene asignado un vector de coordenadas (-y, x). En este caso, se observa
que los vectores de igual longitud describen circulos centrados en el origen.
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2)Si n=2 y m=3

Un liquido esta girando en un recipiente cilindrico de radio Campo Vectorial F
2, y altura 2, acotado inferiormente por la superficie de
ecuacion z = 0, de manera tal que su movimiento viene
descrito por el campo de velocidades

F(xaynz):(_y\/x2+y2’x\/x2+y270)

3) Si n=3 y m=3
Graficar el campo vectorial gravitatorio Campa Vectorial Gravitatorio

-Gmym, (X,¥,2)

2 2 2 !
X“+y +2° [ x? +y?+7? .

considerando

F(x,y.2) =

f= f(x,y)= fl(X,y)él + fz(xfy)éz + f3(X,y)§3
Donde f, f, y f,  soncampos escalares.

Observacion: Los ejemplos antes analizados definen funciones uniformes, a cada vector de ‘R?, ‘R?,
R+ le asigna un unico valor de f que puede representar area, volumen o alguna ley fisica.

Cuando a las variables independientes se les asigna mas de un valor se obtienen las funciones
multiformes.

3. CURVAS DE NIVEL

Al trazar las graficas de funciones de dos variables, con frecuencia es Util empezar por determinar las
formas de secciones transversales (cortes) de la grafica.

Por ejemplo, si cortamos con un plano x= k (constante), el resultado es una funcién de una variable
z=f(k,y), cuya gréfica es la curva que resulta de la interseccion de la superficie z = f(x,y) con el plano
vertical x = k.

Del mismo modo podemos cortar la superficie con un plano vertical y = k y vemos las curvas z=f(x,k).
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Estos tipos de curvas obtenidas se denominan trazas (o secciones transversales) de la superficie
z=f(x,y).

También podemos hacer un corte con planos horizontales z = k, estas curvas las estudiaremos al
detalle.

Ejemplo: Trace la graficade f(x,y) = y? — x?

14y -t T o4 ya
\ ',I \ .'I I:' | +7 ™ 1
(Y o —=f \
'.I II'. I". 0 ."II I.' |
Iy (| —1 -
B\ /] +1
Y S Fant
LI . 0 .
| S 3 !/ X x
\ =1/
*1 0 .
I"\.l.' _."ll | '.I
b - | |
-+ | \
\E2 | '. |

Trazas en x= k , son z=y?-k? Trazas en y=k , son z=k?-x? Enz=k, son k =y?-x?

Como se ven las trazas en los planos correspondientes:

1
|
|II |llr J .III
L L\ —
\ - / T ,'r_ __1;__'-.!- D
)\/ / ! | | ¥ !
T / —1 f | X
J \\- ../a | II' I|
0 ’ | —1
1 v 1

Trazas en x=k Trazas en y=k Para z=k
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Un método para representar geométricamente la funcion z = f(x,y) consiste en usar las llamadas
curvas de nivel.

Sea la gréfica de una funcion de dos variables z = f(x,y), la interseccion de ella con un plano

horizontal de ecuacion z =c genera una curva de ecuacion f(x,y) = c.
La proyeccion de esa curva sobre el plano X, y se llama Curva de Nivel (Figura a), y una coleccion
de tales curvas es un mapa de curvas de nivel

~~ Planoz =c

f(x.y)=c

.......... z =f(xy)

X < >SHxy)=c

(proyeccidn) curva

Fig. a Fig. b: sobre la curva de nivel la
funcién tiene valores constantes

La curva de contorno f(x, v) = 100 — 2—¥y¥=175
2 2 = - ]
es el cifrculo x* + y- = 25 en el plano z = 75.

Planoz = 75

——4

o -

f i —

[ <

\ B

x
X > 2 =
Lacurvade nivel fix.y) = 100 — x~ — y= =75
3 =

es el circulo x2 + y2 = 25 en el plano xy.

Algunas aplicaciones de curvas de nivel:
En mapas topogréficos: las curvas representan altitudes constantes. caminar sobre una curva
significa caminar en un camino horizontal.

En la siguiente figura se ve el proceso de obtencion de un mapa de contorno topogréfico.
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Representacion del relieve

Planos horizontales imaginarios

Curvasde nivel

Proyeccion de los cortes
de cada plano

A
| L) Mapa topografico

En ciencia a menudo se encuentran las palabras isotérmico, equipotencial e isobarico. El prefijo iso
proviene de la palabra griega isos, la cual significa igual o lo mismo. Entonces, dichos términos se
aplican a lineas o curvas sobre las cuales es constante la temperatura, el potencial o la presion
barometrica

En mapas meteorologicos, curvas de igual presién se denominan isobaras, y curvas de igual
temperatura, isotermas.

CPTEC/INPE/MCT - MODELO REGIONAL

Pravisao 2002082300+12h, valida para 23/08/2002, 12UTC
Preesac a0 N.MM, (hPa)

A

0, Tb ( kb il ) B b

En campos de potencial eléctrico, curvas equipotenciales.
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Ejemplo 1:
Calcular las curvas de nivel del paraboloide de revolucién

Curva de nivel
& fix. yv}=c

z=1+x*+y? tomando z

x> +y?=c-1,tiene validez s6lo para c—1>0,c>1
c=1->x>+ y2 =0, origen de coordenadas.
c=2—x2+y? =1 circunferencia de radio 1

c=3-x2+ y2 = 2 circunferencia de radio /2
c=4-x%+ y2 =3 circunferencia de radio /3

¢ =5 —x2 + y? =4 circunferencia de radio 2

El ejemplo resuelto con software matematico:

z=1+x"+y>.

8]
h

Superficie-Curvas de Nivel

Curvas de Nivel

[




Ejemplo 2:
Sea z = f(x,y)=¢" graficar las curvas de nivel utilizando un software matematico.

Curvas de Nivel de f2 Grafica de f2

N

——
0.5

\\

A\ i

Este método se usa también en la representacion de funciones de tres variables u =f(x, y, z) en este
caso se obtienen superficies de nivel, f(x, y, z)=c.

Ejemplo 3: Esferas Concénticas
Sea u=x*+y’+z°

La superficie de nivel: x*> +y*+2° =c
c=0—->x*+y?+2z?=0, punto (0, 0, 0)
c=1—x*+y?+2° =1, esferade radio 1
c=2->x>+y?+2%? =2, esfera de radio -/2

Nota: La superficie u = f(x,y,z) en cuatro dimensiones no se
puede graficar.

Ejemplo 4:

Sea fl(x,y)=\/ln(x2+y2 ), grafique la superficie y las curvas de nivel correspondientes.

Encuentre las curvas de nivel analiticamente.
Si dispone de un software cientifico puede graficar las curvas de nivel y la superficie de la funcién
dada.
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“Curvas de nivel de f11 Grafica de f1

Ejemplo 5: Supongamos que tenemos un ordenador con una placa metélica de grandes dimensiones.
La temperatura de la placa (lo que nos dara una idea de como tiene que ser el ventilador para que no
se caliente en exceso) es funcidn de las coordenadas de cada uno de sus puntos y viene dada por :
T(x,y) = 500 — 0,6 x2 — 1,5 y2. Veamos la grafica y el mapa de curvas de nivel:

Grafica 3D Curvas de nivel

1} 20 40 al a0 .
Esta grafica nos

permite observar comparando colores que el punto maximo se encuentra en el centro de las curvas de
nivel y como la funcion representa la temperatura es el punto que alcanza maxima temperatura, y si
descendemos por la grafica vemos la posicién de los distintos cortes con planos paralelos al xy, que
representan las curvas isotérmicas.

Ejemplo 6: Dada la funcion z = f(x,y) = 3x + 4y, se pide:

a) ¢Cudl es el dominio de esta funcion?

b) La grafica de la funcion.

c) ¢Cual es la curva de nivel para el valor z = 12? Deducirla matematicamente.
d) Dibujar el mapa de curvas de nivel de la funcidn. Interpretarla.

a) La funcion esta definida para cualquier par (x,y) de R2. Por tanto, D = R2.
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Grdfica de Furcion Crwrvas de Nivel

La grafica de la funcién es un plano. De hecho, las funciones f(x,y) = ax + by son llamadas funciones
lineales en dos variables. Graficada con otro software:

4. DERIVADAS

Las derivadas parciales miden cambios y permiten localizar puntos criticos absolutos y relativos de
las funciones, lo cual es de suma importancia para optimizar procesos. Lo principal en este tipo de
calculos es saber interpretar los resultados, de forma que sepamos qué representan y qué pasa cuando
se da determinado cambio en la funcidn que describe al problema.

4.1. Definicidn:

Las derivadas parciales primeras de la funcion z = f(x, y) con respecto a x e y son las funciones f, y
f, definidas mediante:

f(xy)=lim f(“AX'Zi— f(xy)

f(x,y+Ay)-f(x,y)
Ay

f,(6y)= lim

1) (2)
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siempre y cuando estos limites existan.
4.2. Notacion de derivadas parciales:

Si z=f(x,y), las derivadas parciales f, y f, se denotan por:

012 01z

0 0
—f(xy)=f(xy)=2,=— , —f(xy)=f(xy)=z,=—
7% (x.y)=f(xy) T x oy (xy)="f,(xy)=z, 3y

Las derivadas parciales primeras evaluadas en el punto (a, b) se denotan por:

0z f (ab) 01z f (ab)
~ = a1 ~ = aa
d X X y oy Y

(ab) (ab)

4.3. Célculo de una derivada parcial.

En (1) observe que la variable y no cambia en el proceso del limite, en otras palabras, y se mantiene
fija, solo se deriva con respecto a x. De manera similar, en la definicion del limite (2) la variable x se
mantiene fija, solo se deriva con respecto a y.

Las dos derivadas parciales de primer orden (1) y (2) representan entonces las tasas de cambio
de f con respectoaxey.

En un nivel practico tenemos las siguientes guias simples:

Por reglas de la diferenciacion ordinaria se entienden las reglas formuladas para funciones de una
variable: reglas del multiplo constante, suma, producto, cociente, potencia,etc.

0z . ., L .
* Para calcular P emplee las leyes de la diferenciacion ordinaria mientras trata a y como una
X

constante.
0z . ., . .
* Para calcular P emplee las leyes de la diferenciacion ordinaria mientras trata a x como una

constante.

4.4. Interpretacion Geométrica de las Derivadas Parciales.

Sea z= f(x,y)una funcion dada; R, =(X,,Y, ) un punto perteneciente al dominio de la funcion, se
considera un plano paraleloa xz; y=y,.
Sea vy la curva que resulta de la interseccion del plano con la superficie es decir:

Y={Z;£(§;Oy) — Y:z=f(x, Yo); Y= Yo

yesunacurvaplana(ycm;m; y=yYq )
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vz f(xy)

T
} z =f(x.v)
-

_Yo y

XO —

Xo

Xg +AX - Po
X (x.'.'+Ax;y0)

Al ser y una curva plana representada por z = f(X,y) queremos hallar (si existe) la recta tangente a
la curvay en el punto (X,,Y,, f(%,Y,))

Por lo visto en cursos anteriores se puede afirmar que la pendiente de la recta tangente rq es:

. F(xg+AX,Yg)— T (X,
mrlzfx(XO’yO):Al):To (o yz)z (X0.Y0)

, representa la razén de cambio de z en la

direccion x.

El valor my, es la derivada parcial de z = f (X, y) respecto de x, luego

Y=Y
la ecuacion de la recta r 1 es: of (%5,Y,)

— 40 X '(X_Xo)

De forma analoga si dada z = f(x,y) la interceptamos con el plano x = xo paralelo al plano y z
resulta la curva o

z

[

TR = f(xay)
o . O ..,= y
2= f(xy) Y

Xn

/ -PO

23




La pendiente de la recta tangente r2 es:

F(X0. Yo +4y)— (%Y%)
Ay
direccion y. Es la derivada parcial de z= f(x,y)respectoa y.

m., = fy(xo'yo)zjyiTo , representa la razon de cambio de z en la

X=X,
La ecuacion de la recta rz es : of (%5,Y )
—Zp=—"(Y=Yo)
oy
En la siguiente figura se observa la interpretacion geométrica de las dos derivadas parciales, fx y fy ,
las rectas tangentes en el punto P. ¢El plano que forman estas rectas, es tangente a la superficie? Mas
adelante en este tema comprobaremos esto.

Esta recta

tangente tieneuna  £%0+ Yo: X0 Yo)) Estarecta
pendiente f(xq, o). ™\ langente tiene

pendiente f(xg. vy).
Lacurva z = fixg y)

enel planox =x, —

A_‘ La curva z = f(x, yo)

enel plano y =y,

2= fix,y)

'

y

Toda derivada es la medida de una tasa de variacion. Por ejemplo la fx(Po) proporciona la tasa
de variacién instantanea en Po de f(X,y) por unidad de variacion de X.

De esta manera, las derivadas parciales de una funcion z = f(x, y) en un punto Po = (Xo,Yo) nos hablan
del comportamiento geométrico (la inclinacién) de la superficie que tal funcion representa, en las
direcciones de los ejes x e y. Esta es una informacion "parcial .

Ejemplo:
Calcular y evaluar las derivadas parciales de z = f(x,y)=3x—x’y*+2x%y enel punto (2,1)
012

a—:3—2xy2+2-3-x2y:3—2xy2+6x2y
X

012 ) )
3% =3-2-2-1°46-2°-1=3-4+24=23
X

(2.1)
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0z
a_:0_x22y+2-x3y:—2x2y+2x3 ,
y

01
oy

(2.1)

=-2.22.1+2.2°=-8+16=8

Ejemplo:

El plano x=1 interseca al paraboloide z=x*+y” en una parabola. Encuentre la pendiente de la
tangente a la parébola en el punto P(1,2,5)-

Primero realizamos la interseccidn entre la superficie y el plano x=1.

7=X>+y?
x=1
se obtiene la parabola z=1+y?, la pendiente de la recta tangente es z,=2 y|P =4

La recta tangente a la parabola en el puntoes z-z,=z,(P)(y-Y,)ennuestrocaso z=4y-3
Se muestran las graficas obtenidas.

Plano ¥=1,Curva Interseccidn, Recta Tangente

Interseccion Superficie-Flano

4.5. Reglas de Calculo de las derivadas parciales

Sean f y g dos funciones de varias variables, valen las siguientes reglas de derivacion:

o of oJg o o f 249
1) —(f = +——= 2) —(f-g)=—- f.-—=
)ﬁx( +9) xJr X )ﬁx( 9) éxg+ J X
3)—(—} X X g=0
ox\ ¢ g
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4.6. Derivadas sucesivas

Dadaz = f (x, y) vimos que z, :?: f; z,=—=1  sonfunciones.
X

Se puede calcular la derivada segunda de z =f (x, y) , es asi que:

0 o | of o* f 0 o | of o°f
Zxx:_[zx]:_ Ay :_2:fxx J ny:_[zx]:_ ~ |~ = fxy
OX OX[ OX| OX oy oyl ox | oxoy

0 o | of o° f 0 o | of 0% f
Zyx :_[Zy]:_{_}: =Ty Zyy :_[Zy]:_[_}: 7= Ty
ox x| oy | oyox oy oylLoy] oy

De igual forma para las derivadas de 3° orden, por ejemplo:

o o[et] o o aTart] o
Zxxxz_[zxx]=_|: :|=¥:fxxx ’ Zxxyz_[zxx]=_|: j|_

ox ox| o oy oyl ox? | axtey ™

Se enunciara un teorema que nos asegura la igualdad de las derivadas cruzadas.

4.7. Teorema de la Derivada Mixta

Sea z =1(x, y) existen sus derivadas parciales f,, fy ny y fyx definidas en un entorno

U(xo, Yo) y todas continua en Po =(X,,Y,). Entonces|f, (R )= f, ()

Si w=f(x,y,z) tiene derivadas parciales continuas de cualquier orden, entonces de manera analoga:
fxyz = fyzx = fzyx
fxxy = fyxx = fxyx

5. INCREMENTO DE UNA FUNCION

La definicion de diferenciabilidad de una funcion de cualquier nimero de variables independientes
depende de la nocidn de un incremento de la variable dependiente.

Sea z = f(x, y) una funcion dada, P=(x, y) y F=(%.Y) dos puntos de su dominio.

Se define incremento Az de la variable dependiente z a:

Az = T( X, +AX, Y, +AY)— T( %, ) con X=X +4X e y=Yy,+4y
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AZ

z=z,+Ar

Az (x.3.2)=(x, +Ax,y, + Ay, z, + Az)

Zy=F(Xy, Yy ph

Recordando el teorema de Lagrange o del Valor Medio del célculo diferencial para funciones de una
variable y = f(x):

Sea y=1f(x) una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b) entonces existe un valor
€ € (a, b) tal que:

Af = f(b)-f(a)=f'(&)-(b-a)
Como b—a=4x , E=a+6- A 0<#<1, entonces

A = f(a+AxX)— f(a)= f(a+0-Ax) Ax

yu

f(a+AX)

a a+Ax
Se vera la forma de expresar el incremento de funciones de dos variables.

5.1. Teorema de los Incrementos Finitos (o Primera formula de Lagrange)

Sea z = f(x,y) una funcion continua que admite derivadas parciales en el interior de una region abierta
R, que contiene a (x,,Y, ) entonces podemos escribir para los puntos de R el incremento de Az como:

Az=Ax-f (X, +0,-AX,y, )+ Ay- f (X, +AX,y,+0,-Ay)| con 0<6 <1;0<86,<1
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Demostracion:
A= (X +AK,Y, +4y)—T(%.Y) [sumando y restando f (X, +AX, Y,)]
= [ (% +%,Yo )= F(%, Yo )1+ L F(% + A%, Y, + 4y )— F(X, +4X,Y,)] aplicando el
teorema del valor medio a cada corchete, se obtiene

Az = A (X + 60, - AX, Y, )+ Ay £,(X + AX, Y, +6,.4y)

Nota: Funcion z = f(x,y) derivable equivale a que todas las derivadas parciales existen.

5.1.1. Consecuencia del Teorema de los Incrementos Finitos

Una condicidn necesaria y suficiente para que z = f(x,y) con derivadas parciales acotadas en una
region abierta R sea constante es que | f, (x,y) =0|y|f, (x,y)=0|

Demostracion:

Del Teorema de los Incrementos Finitos Az = Ax f, (X, + 6, - AX, Yy, )+ Ay £, (X, + AX, Y, + 6,.4y)

Az=0 — f(x,+hy,+k)=Tf(x,Y,)

por def Az

Recordemos que: en una variable la existencia de la derivada finita implica continuidad. Sin
embargo en funciones de dos 0 mas variables no basta la existencia de las derivadas primeras
para asegurar la continuidad de la funcion.

5.1.2. Derivadas parciales y continuidad

Una funcién f (x, y) puede tener derivadas parciales con respecto tanto a x como a y en un punto
donde la funcién no sea continua. Esto es diferente de las funciones con una sola variable, donde la
existencia de una derivada implica la continuidad. Sin embargo, si las derivadas parciales de
f (x, y) existen y son continuas en todo un disco con centro en (Xo, Yo), entonces f es continua en (Xo,
Yo), como veremos al final de esta seccion.

i i _3/7 3 Lof _ Ay of _ x
Por ejemplo, si f(x,y) = Vx.\/y entonces: == —Z= 'y o= —on
En (0,0) las derivadas se deben calcular por definicion: %(0,0) =0, 2—5(0,0) = 0 , es decir

las derivadas existen en (0,0). En esta situacion podriamos esperar que si tenemos rectas tangentes
con pendiente 0 en la direccidn del eje x y del eje y, el plano tangente que contiene estas rectas es el
plano xy, deberia ser tangente a la gréfica de la funcion en ese punto, lo que no se observa en las
gréficas.
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Lo que este ejemplo sugiere es que necesitamos un requisito mas fuerte para la derivabilidad en
dimensiones superiores que la simple existencia de las derivadas parciales.
Se estudiara un concepto fundamental en la teoria de funciones de varias variables.

6. FUNCION DIFERENCIABLE

Las funciones importantes a estudiar, bajo la 6ptica del calculo, son las funciones diferenciables. La
nocion de diferenciabilidad para funciones de una variable equivale a existencia de la derivada.
Cuando se tiene una funcion de una variable diferenciable, lo importante es obtener informacion de
la funcion a partir de su derivada (la informacion que se obtiene de f a partir del valor de f '(xo) es
local, alrededor de xo). Por ejemplo, el simple hecho de la existencia de f '(xo) nos habla del
comportamiento suave de la grafica de la funcion en los alrededores del punto (Xo, f(xo)); el signo de
f '(xo) nos habla del crecimiento y/o decrecimiento de la funcion alrededor del punto, etc.

Resulta deseable, por tanto, disponer de un concepto de "diferenciabilidad™ para funciones de varias
variables semejante a aquél que conocemos para funciones de una variable. Nos podriamos preguntar
si la sola existencia de las derivadas parciales de una funcién de varias variables en un punto nos
puede dar un concepto de diferenciabilidad como el requerido. Seria bueno que esta fuera en verdad
la definicion que buscamaos.

Sin embargo, este anhelo pronto se viene abajo pues es facil convencerse que la existencia de las
derivadas parciales de una funcion, (siendo una condicidén necesaria) estd muy lejos de ser una
condicion suficiente para que la funcién sea diferenciable en el sentido buscado.

Para poder ver esto, recordemos que, en el caso de funciones de una variable, la diferenciabilidad de
una funcién en un punto implica la continuidad de la funcidn en ese punto. De modo que, en el caso
de varias variables, la nocion de diferenciabilidad (que procuramos sea equivalente al caso de una
variable, que tenga las mismas propiedades) que buscamos, debe respetar esta propiedad (i.e.
diferenciabilidad debe implicar continuidad). El ejemplo de la seccion anterior nos desengafa sobre
la posible validez de la definicion establecida anteriormente.
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6.1. Definicién

Una funcion dada por z = f(x,y) es diferenciable en P,=(X,,Y,) si existe un U(Po, o) tal que para
todo punto P(x , y) perteneciente a U(Po ,0), Az puede expresarse en la forma

Az=1F,(X,Yo )AX+ f(Xy,Yp)AY + &, AX+& , Ay

donde ambos € 1 y € 2 — 0 cuando (Ax ,Ay) — (0,0) siempre que existan f, y f, en Po.

Si una funcién es diferenciable en un punto, el incremento de la misma puede expresarse como
combinacion lineal de los incrementos independientes mas un cierto infinitésimo.

Observaciones:
1- Se puede escribir Az = f,(%,,Y, ) Ax+ f,(%,Y,)4y+O(p0 ), donde

O(p)= &, M+, 4y Y p=qA°+4y?

2- Lafuncion f(x,y) es diferenciable en la region R si es diferenciable en todo punto de R.

6.2. Condicion Suficiente de Diferenciabilidad

Teorema: Si z = f(x,y) tiene derivadas parciales continuas en todos los puntos de una region abierta
entonces es diferenciable en dichos puntos.

Demostracion: Por la Primera Formula de Lagrange Az es:

Az = 1,( % + 04X, Y, )AX + £ (X + AX, Y, + 6,4y ) Ay Q)
Como f, y fy son continuas en R tenemos:

fx(xo +491Ax,y0 ): fx(X01yO)1

m
(4x,4y)—>(00)

f (Xo"'AX’yo"'esz): fy(xmyo)

lim y
(4x,4y)>(0.0)
Por un teorema anterior se sabe que la funcion difiere del limite en un infinitésimo

fx(X0+01AX’yO):fx(XO'y0)+gl (2)
(% +AXY, +0,4y)=f,(X,Y ) + & (3)

reemplazando (2) y (3) en (1) obtenemos:
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AZZ( fx(XO’yO)+81 )AX+( fy(xoyyo)+52 )Ay

Az = f,(Xo, Yo )AX+ f,(X5, Y0 )AY + £,AX + £,Ay

Nota: El reciproco no es cierto, pues, existen funciones diferenciables en un punto que no tienen
derivadas parciales continuas en dicho punto. Es una condicion suficiente pero no necesaria.

Este teorema es mucho mas facil de aplicar que la definicidn de funcidn diferenciable para demostrar
la diferenciabilidad de f(x,y) por lo que se usa en la ejercitacion.

Corolario:

Si z = f (x,y) admite derivadas parciales continuas en una regién abierta R, entonces la funcion
es continua en todo punto de R.

Lema de funcidn diferenciable

Toda funcion diferenciable es continua y derivable.

Esto significa que la gréfica de la funcion es una superficie suave.
Nota: la reciproca de este Lema no vale.

Entonces:

fy y fy continuas ==> | f(x,y) diferenciable ==—>| f(x,y) continua

Ejercicio: ¢Puede aplicar el teorema anterior para f(Xx,y)= Len los puntos A(2,1) y B(0,0)?
—X

Justifique su respuesta.

6.3. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

El diferencial es un objeto matematico que representa la parte principal del cambio en la aproximacion
lineal de una funcion con respecto a cambios en la variable independiente. Mide el cambio
aproximado de una funcion. Sirven también para calcular el error maximo cometido en los calculos,
por lo que son de gran utilidad dentro de la industria cuando se trata de medir errores en los procesos
productivos.

Recordemos Alimoﬂ =f'(x) » %: f'(x)+a porlotanto Ay= f (X)AX+a AX
X—> X

AX
denominando diferencial a la parte principal dy = f (x)Ax:
Luego  Ay=dy+aAx; por lo que Ay =dy
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y A

y=Yo+ Ay } 4‘

o AX)
y =f(x) ‘ Ay
d
Yo Iind |
AX
> X
Xo X=Xo+AX

Se vera la definicion del diferencial de una funcién de dos variables.

6.3.1. DEFINICION DE DIFERENCIAL

A partir del concepto de funcion diferenciable Az = f (x;,Y, ) Ax+ f,(%,Y,) 4y +O(p ), la
parte principal de esta ecuacion se denomina diferencial total y se designa por el simbolo dz o df

Se puede escribir Az = f,(X,,Y, ) AX+ f,(X,,Y, )4y +O(p ) =dz+0O(p) por lotanto Az =dz

dz

Se sabe que para las variables independientes Ax = dx, Ay = dy . Entonces la expresion del diferencial

total toma la forma:

dz = fx (Po) dx + fy (Po) dy

Ejemplo:
a) Calcular el diferencial de z = f(x,y) =x3y + 6 x y°
b) Calcular el mismo en Po (1,1)

Solucion:
a) dz=f,dx+ f,dy
=f=3x2y+6Yy? ; zy=f,=x3+12xy  luego

dz= (Bx2y+6y?)dx +(x®*+12xy)dy

b) Se calculan las derivadas en el punto Po (1,1)
Z,[p=9; zy‘po =13; z(R)="f(11)=7  luego

X

dz=9dx +13dy
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6.3.2. Significado geométrico del diferencial

En tres dimensiones el andlogo de una recta tangente a una curva es un plano tangente a una
superficie.

Dada la funcion uniforme z = f (x, y), diferenciable en ( Xo, yo ), el incremento total es
Az=dz+o(p). Reemplazando dz queda, como aproximacion lineal:

z2—20=fx (Po) (X=xo0) +fy (Po) (y—Yo),

que es la ecuacion del plano tangente a la superficie z = f( x, y) en el punto (Xo, Yo, 20 ):

;)L:?f(xu,yo) + fe(x0,¥0) (x —x0) + fy(x0,y0) (v — o) (%0 +Ax, ?’0 +A4y, f(x0+Ax,y0+49))
z=fxy)
b =7 7 | |ar
df
(X(),yo,f(x[],y())) | f(xo,yo)+fx(x0,)fo)Ax+J§f(X01y0)Ay
(X0,70,0)6— " | ff0,%0)
ML Ay (x0+Axy0+Ay,0)

Geométricamente se caracteriza por el hecho de que la z
coordenada z de los puntos del plano tangente difieren
de la coordenada z de la superficie en un infinitésimo
de orden superior a p.

Los parametros directores de la recta normal al plano
tangente, llamada recta normal a la superficie es:

superficie
z=flx, ¥

z,(R); z,(R); -1
Asi la ecuacion de la recta normal es

|
/ l (Xg ¥g)

X=% _¥Y=Y% _21-4 x Ax /

Zx( R ) - Zy( R ) = 1 .= Ay —L (x;+ Ax, ¥, + Av)

Interpretaciones geométricas de dx, dy, Az y dz

Nota
La condicion necesaria y suficiente para que la superficie z = f (x, y) admita plano tangente en
un punto es que la funcion sea diferenciable en ese punto.

Ejemplo: Hallar la ecuacion del plano tangente a z = 2x + y2 en el P(2,3) y la ecuacion de la recta
normal en dicho punto.
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Solucién: 2-2,=2,(Py) (x=%)+2,(Py) (Yy—-Y,)

z,], =2

P i)

zy‘P =2y|, =6, luego
2-2,=2(x-2)+6(y—-3)=2x—-4+6y-18, Z—-12,=2X+6y—-22

7g=f (xo , yo) =2x2+3°=4+9=13, por lo que la ecuacion del plano tangente es
z-13=2x+6y—22 — z-2x-6y=-9 Plano tangente

-2 y-3 z-13

. X
Luego la ecuacion de la recta normal es: 5 1

Se grafica la Superficie con el Plano tangente y la Recta Normal con un software matematico.

Superficie-Plano Tangente-Recta Mormal
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28_5 Plano Tangente

Recta Normal

6.3.3. Diferenciales sucesivos
Sea z = f(x, y) sabemos que el diferencial de z = f(x, y) es:

dz=df(x,y)=f,(x,y)dx+ fy(x,y)dy

Si se cumplen las condiciones del Teorema de Bonnet y teniendo en cuenta la conmutabilidad de las
derivadas segundas vamos a obtener la expresion del df

d*f =d (df(x,y))=d [fx(x,y)dx+ fy(x,y)dy]z d( f.(x,y)dx+d( f,(x,y))dy =

= [ (% y ) dx+ £ (xy)dy|dx+] f, (x,y)dx+ f,,(x,y)dy|dy
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Luegocomo f, =f

df =f_ (x,y)dx*+2 fy(Xx,y) dx dy+ fw(x,y)dy2

Se puede escribir:

(2)
d?f =(dx §+dy %j f(x,y)
X

donde el exponente simbolico (2) indica que se debe reemplazar las potencias y productos de los
simbolos de Jacobi por indices de derivacion.
En general, si existen y son continuas las derivadas n-ésimas en el punto considerado, se tendré:

(n)
0 0
d"f =|dx —+dy — | f(x,
( 8x+y6yj (x,y)

donde se aplica, con la convencidn anterior, el desarrollo de potencias de un binomio.

Ejemplo: Calcular d*f ,si z= f(x,y)=2x+y?

En primer lugar se calculan las derivadas parciales de la funcion dada
z, =f,
ZXX = XX

El diferencial segundo de f es d*f = f_dx’ +2f,, dxdy+ f, dy®, reemplazando las derivadas
parciales se obtiene finalmente

d®f =0dx® +0dx dy + 2 dy? = 2 dy?.

Ejemplo: Suponga que una compafiia fabrica tanques cilindricos circulares rectos para almacenar
glucosa que miden 2,5 m de altura y 0,5 m de radio. ;Qué tan sensibles son los volimenes de los
tanques a pequefias variaciones en la altura y el radio?

ConV = mr?h , ladiferencial total da la aproximacion del cambio en el volumen.

av="a %
~or T on

dV =2nrhdr+ nwr?dh
dv(2,5,0,5) = 7,85dr + 0,785 dh
Por lo tanto, el cambio de una unidad en r modificara a V alrededor de 7,85 unidades. El cambio de

una unidad en h cambia V alrededor de 0,785 unidades. ElI volumen del tanque es 10 veces mas
sensible a un cambio pequefio en r que a un pequefio cambio de igual tamafio en h. El ingeniero de

35



control de calidad, encargado de garantizar que los tanques tengan el volumen correcto, pondra

especial atencion a sus radios.

7. DERIVADA DIRECCIONAL

La figura muestra un mapa de contorno de la funcion
de temperatura representada por T(X,y). Si estamos
ubicados en el punto A y calculamos la derivada
parcial de T en la variable x, Tx , es la rapidez de
cambio de la temperatura con respecto a la distancia,
si nos movemos hacia el este. Ty es la rapidez de
cambio de la temperatura si nos movemos al norte.
Pero ;qué pasa si queremos saber la rapidez de
cambio de la temperatura cuando nos movemos del
punto A al B?, en una direccién no paralela a un eje
coordenado. Necesitamos aplicar el concepto de
derivada direccional.

z=Fix, ¥}

>/’(

=¥

La tasa de cambioc
de fen la direccidn

e

]

Jes dzifdy
La tasa de cambio u
de fen la direccidn i Cudl e la tasa
ies azdox de cambio de fen

la direccién dada

por el vector u?

| IS I E— |
0 100 200 300
(Distancia en kilémetros)

30

N\

En esta grafica la z= f(x,y) es la funcidén que
puede representar la temperatura u otra magnitud
de acuerdo al problema planteado, y se
encuentran indicadas las direcciones de
derivadas en X, en y, y una direccion que forma
un angulo 6 con el eje x

7.1. Derivada de un campo escalar en la direccion de un vector

Sea z = f(x,y) uncampo escalar, f:S—>%®R, con SR> y a unpuntointerioraS e y un

vector arbitrario de R* , que forma un angulo 6 con el eje x positivo.
La derivada del campo escalar f en el punto & con respecto a la direccion Y se representa f'(a,y)

y se define como:
f(a,y)=lim

1)

def h—0

f(a+hy)-f(a)
h

Otra notacion para f'(a,y)es: f'(a,y) =D,f(a)= Dyef(a)
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Del dibujo h y, =p cos6, hy,=p send

y
z
a2+hy2 E+h;
S P hy
a ) 0
az
hy1
y a1 ar+thy; X

hy1= Ax = p cosd
hy. = Ay = psené

lim f(a1+hy1’a2 +hy2)_ f(al’aZ) _

h—0 h

remplazando en (1) lim f(a+ h);])— (@) _

lim f(a, +p cosfd,a, +p send)— f(a;,a,)

lim ; = D, f(&) = Dy, f(a)

Es la derivada de f(a)segln la direccion & o segun el vector vy, -.

Observar que en una misma direccion hay infinitos vectores, si el vector es 99 = (cosf ,send ) tiene
norma uno (se lo denomina versor pues | §,| =1 ), y es el més representativo de la direccion, y la
derivada se llama derivada direccional.

7.2 Significado Geométrico

La derivada direccional es la pendiente de la recta tangente a la curva interseccion de la superficie
con el plano que tiene una inclinacion & con el eje de las x.
Cuando definimos derivadas parciales consideramos planos en posiciones muy particulares, uno

paralelo al plano xz para definir f,, otro paraleloa yz paradefinira f,.

X!

Para definir la D, f (& )consideramos un plano vertical pero que forma un angulo @con el eje de las
X.
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Recta
T Tangente
z=1(x,y)

/...> Recta
Secante

f(al, a-2) &~ =S

f(ai+hy1,a2+hy2)-f(az,az2)

a, az+hy.7\ y

,

(i +hys, ax+hyo)
hy. \

Ejemplo:
Calcular la derivada direccional de z = 2x% + y? en la direccién @ =% enel punto a=(1,2)-

Si se utiliza la definicidn, se calcula el siguiente limite

lim f(xo +p €088,yy +p send )~ f(Xy,¥o) _ cosﬁzﬁ,senﬁzl
p—0 p 6 2 6 2
f 1+£p,2+lp -1(12)
_ 2 2
=1lim =
p—0 P
BY 1\
211+ — +]2+— -6
| ( 2" ( ij
p—0 P
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T 2+2J% +£p2 +4+2 +1p2 —6|=2J/3+2=D, f(12)
p—=0p 2 4

7.3 Derivada direccional de una funcion diferenciable
Si z=f(x,y)es diferenciable en P, =(X,,Y, )=a entonces por definicion:

Az=f(a)Ag+f(a)A,+o(p) (1)

En nuestro caso: hy, =4x=p cosd
hy, =4y=p send

(a1 + hyz ,az +hy»)

(al,aZ) » 0 Ay: hy2

0

Ax=hy,

Reemplazando en (1)

dz=1,(a)p cosd + f (a)p senbd +o(p )
Sabemos que Dyef(;.)= Iimg
p—0 p

f.(a)pcosO+f (a)psend+o(p)

dedonde D, f(a)=lim

p—0 p

luego D, f(a)=f,(a)cosd + f,(a)send ; pues IimM:O
Yo p—0 p

Se puede escribir la derivada direccional de una funcion diferenciable como el producto escalar de
dos vectores:

Y1 Y2
Dyg f(a)=(f.(a),f,(a)). (cosd,send)=Vf(a)y, Notacion Vectorial 6

D; 1(@)= fy(a) fy(a)]Bj Notacion Matricial
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El primer vector de este producto se presenta no solo al calcular derivadas direccionales sino
también en muchos otros contextos. En consecuencia, tiene un nombre especial:
EL GRADIENTE DE f(x,y) y una notacién especial, grad f(x,y) o Vf(x, y).

El vector que da la direccidn es un vector unitario (versor)

Vo =(cos0,sen0)=(y;,y,) porloque ||V, |=+cos®*0+sen’0 =1

Concluimos que la derivada direccional de una funcion z = f(x,y)diferenciable se calcula:

En notacién vectorial: D% f(a)=vf(a).y,

Esta expresion nos dice que la derivada direccional es la componente Vi(Plg.
del vector gradiente Vf (@) en la direccion del vector yp.

Componente: recordemos que la componente de v en la direccion de w’
7.7 . - . R
es—— esta componente es la longitud de la proyeccion vectorial de v

llll

sobre u”, proyg = lﬁ?nﬁ .14 Con lo cual la fomula:
- - —_— - ﬁ
Dy f(@) = Vf(d).ye = Vf(a)-m

nos dice que la derivada direccional es la componente del vector gradiente en la direccion del vector
Yo

En notacién matricial: I}ye f(a)=[f(a) fy(a)l Bl}
2

Ejemplo: Encuentre la derivada direccional D, f (x,y) si f(x,y) = x3 — 3xy + 4y? , en el punto
(1,2), siendo u el vector unitario dado por el angulo 6 = %

Dyf(x,y) = fx(x,y).cos% + £, (x, y).sen%

3 1
D,f(x,y) = (3x? — 3y).§ + (—3x + 8y).§
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D,f(1,2) = (3V3 (1)2 -3(1)) + (8 -3V3(2)) = B—T?n/i

La derivada direccional representa la rapidez de cambio de z en la direccion de u. Esta es la pendiente
de la recta tangente a la curva interseccion de la superficie z y el plano vertical que pasa por el punto
(1,2,0) en la direccion de u.

8. VECTOR GRADIENTE

8.1. Definicion

Dada un campo escalar z = f(x,y)diferenciable en (xo, yo), Ilamamos gradiente de fen (X,,Y, ) al
vector

grad f =VI(Ry)=fx(x.Y0) T+ fy(%.¥0) T

Si u=u(x,y,z) campo escalar y Po = (Xo, Yo, Zo) entonces el gradiente de u es

gradu = Vu(Po)=u,(Po)i+u,(Po)j+u,(Po)k

El simbolo V es una delta griega mayuscula invertida, que se denomina nabla. EI simbolo suele leerse
“grad f 7. La palabra gradiente se refiere a la variacion de una magnitud en funcién de una distancia.
La interpretacion fisica del gradiente es: En cada punto Po , el gradiente describe como el campo
escalar z = f(x,y) cambia con la posicion.

Ejemplo: Sea z=x% e, hallar el gradiente de z.

Sabemos que grad z=Vf(P,)=f (X,,¥,) 1 + f,(X%,Y0) i, se calculan las derivadas

parciales z, =3x%.¢e”; z, = x> (-1)e”Y=-x>e”, por lo que el gradiente es
Vz=3xe’i-xe? j=(3x*i-x*j)e”

Ejemplo: Calcular la derivada direccional de z =2x? +y?, a=(12) 6 :%-

Como la funcion del ejemplo anterior es diferenciable se puede calcular: Dyg f(@)=vf(@).y,

Se obtiene las derivadas parciales: f, = 4x|P =4
f, =2y, =4

Luego los valores del seno y coseno en el angulo dado, todo para reemplazar en la formula de
derivada direccional.
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T \/§ 7 1
COS— =— y sen—==
6 2 6 2

reemplazando se obtiene:

Dyo f(L2)=V(R)-, :(4T+4T)-[§T+%TJ=2\/§+2

I . . . . . T .
El gréfico muestra la superficie, el plano de inclinacion 6 = 5 paralelo al eje z y la recta tangente

a la curva interseccion de las anteriores superficies en el punto (1,2,6).

Sup.-Der. Direccional

50

Ejemplo: La elevacion de una montafia sobre el nivel del
—(x%+2y?

mar en (x,y) es 3000 e% m. El eje x positivo apunta
hacia el este y el eje y hacia el norte. Un montafiista esta
directamente sobre las coordenadas (10,10). Si se mueve
hacia el norte ¢ascenderd o descendera y con que
pendiente? ;Si se mueve en la direccion Noreste que
ocurre?

Def(x’}’) = Vf(x:}’)ﬁe

—(x242y%)
fx =-3000.e" 100 .— = —-30 .-
50{ 10,10, Superficie y
—(x?+2y?) z=J(x
fy =-3000.e 100 e =—6 f( Y)
(10,10)

Vf(10,10) = —307— 6]

La direccion hacia el norte es el versor : v = 01+ 1j

Dgf(10,10) = Vf£(10,10).(0,1) = —6 Desciende con una
pendiente de 6
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La direccidn noreste se representa por el versor : v = 11 + 1

Dgf(10,10) = Vf£(10,10).(1,1) = —36 Desciende con una pendiente de 36.
Mas rapido que si se dirige al norte

8.2. Relacion entre derivada direccional y derivada parcial

VVeamos la relacion entre derivada direccional y derivada parcial.
. Si =0’
Osea Yy, =€ =(10) versoren ladireccion del eje x

Dy f(@)=1(ay)="1(ag) .= Vi(a)-g =(fx(a), fy(a))(1,0)= fy(a)

f. diferenciable

Es la derivada parcial de f respecto de x.

. Si 0=90°
Luego y, =&, =(0,1) versor en la direccion del eje y
D, f(@)=1f'(a.y,)=1"(a.8)=Vi(a)& =(f(a), f,(a))(01)="f,(a)

Obtenemos asi la derivada parcial de f respecto de y.

8.3. Propiedades del vector gradiente

1) Sea f:R2 >Ry (Xg,Yo ) un punto en la curva de nivel C, definida por f(x,y)=k; donde
k = constante. Entonces Vf(x,,Y, )es normal a C, siempre que este exista.

Demostracion: Z /{ z =f(x.v)
(———\
........ s z=k
S
_ v
.
P f(xv =k
X _
VE(P,)
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=f
De: {i_k(x’y)a f(x,y)=k (curva de nivel)

Si la curva de nivel se expresa en coordenadas paramétricas:

IEYICORIO) .

y=y(t)

El vector posicion es: 7(t) = x(t)i+ y(t)] y dr=dx i +dy j un vector desplazamiento de la
curva de nivel.

Luego dz = f, (R )dx+ f,(Py)dy=0 por ser z=k
Utilizando producto escalar entre dos vectores

dz=(f,(Ry) ., fy(R))-(dx,dy)=0, loque seexpresa como Vf(Py)-dF =0
por lo que Vf(P,) L dr, significa que el vector gradiente es perpendicular a la curva de nivel.

2) La derivada direccional adquiere su valor maximo en la direccion y sentido del gradiente. Sea

z = f(x,y) funcion diferenciable. Dygf(P0 )=Vf(P,)-y,

Dy f(Po):ﬁf(Po)'ya =
0

def. producto escalar

V(P [7s] cos(VE,¥,)

Dy f(R)=VI(R) ¥, =[VI(R)] 7] cose y 4
Como Y, es un versor, luego Vg =1 ¥, —
y9 g ”ye” o (B))
Luego: >
X

D; f(R)= [VE(R,)| cosa

a: angulo entre V£ y 3,

Este valor es m&ximo si cos o = 1 es decir cuando o = 0 y dicho valor maximo es

D9ef(Po):H§f(Po)H:\/fxz(Po)+ fyz(PO)

Sio=mentoncescos=-1y Dy f(R)= [V (R,)| es el valor minimo
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Resumiendo

2.a) La Dge f (P, )es maxima en la direccion y sentido del gradiente. En cada punto P de su dominio,

la funcion crece mas rapidamente en la direccidn y sentido del vector gradiente.

2.b) La Dye f (P, )es minima en la direccion y sentido opuesto al gradiente.

Por ejemplo, si se observa el escurrimiento del agua al descender por la ladera de una montafa, esta
sigue la trayectoria en la direccion de maxima pendiente. Se observa que en cada punto de la
trayectoria la direccion es distinta.

8.4. Campo vectorial gradiente:

El gradiente Vf: R? - R? es un campo vectorial, el campo gradiente. La palabra campo significa
que Vf asigna un vector a cada punto del dominio de f. Tiene un importante significado
geométrico, muestra la direccion en que f crece mas rapidamente y la direccion gque es ortogonal a
todas las curvas de nivel de f.

Por ejemplo, consideremos el paraboloide z—1 = x* + y?, el campo gradiente de z es
Vz =2xt+ 2yj . La representacion gréafica de la
superficie y del campo gradiente se ve en la figura, los
vectores apuntan en la direccion de crecimiento del
paraboloide y la magnitud de esos vectores nos da una
medida de la “intensidad” de esa razon o tasa de cambio.

Ahora consideremos el paraboloide

z—3= —x?—y?

El campo gradiente de z es: Vz = —2x1 — 2yj

En la figura se observa que los vectores apuntan en la
direccion de decrecimiento del paraboloide y la magnitud
de esos vectores nos da la “intensidad” de la razon de cambio.

La f(x,y) se mantiene constante sobre las curvas de nivel, la direccion ( un vector u) en la que el
cambio (instantaneo) de f respecto a P es nulo es la direccion de un vector perpendicular al gradiente
enP.

Las direcciones ortogonales al vector gradiente, son direcciones de cambio nulo (la funcién no crece
ni decrece)

Ejemplo: Analizar la funcion z = x e¥
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Observando la grafica se puede ver la direccidn en que crece la funcién, esto es en el sentido positivo
de las x y de las y. En el mapa de contorno se encuentra también graficado el campo gradiente,
poniendo de manifiesto que todos los vectores de él son perpendiculares a las curvas de nivel y
apuntan en la direccion de maximo crecimiento de la funcion.

Ejemplo: Dado u(x,y)=x*+xy+ Yy’

a) Calcular en el punto (3,2) la derivada direccional en la direccion y
de 30° con el eje x.

b) Calcular el valor maximo de la derivada direccional. 30°
X
Solucién:  a) Dy f(Py)=VIi(Py)- Vs
0
VE=f i+ f, j=(2x+y)T+(x+2y) ],  V(R)=87+7] ;
ja— - d I = — \/_ g 1 - -
Yo =C0s0 1 +senb j =cos30°i +sen30° j, luego Yy :7| 5 J ,  porloque laderivada

direccional es: D f(P) 8% 1—4\/_ —10.42

b) Laderivada direccional maximaes: Dy f(P,)= [VE(R,)|. en nuestro caso vale:

D, f(R)= J64+49 =113 ~10.63

. g2 2 R ., R R
Ejemplo: Dada z:xe( =y ) graficar la funcion, las curvas de nivel y el campo gradiente
correspondiente utilizando software cientifico.
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Se puede visualizar en 3D.

Ejemplo: la temperatura en °C sobre la superficie de una placa metalica viene dada por:
T(x,y) = 20 —4x?— y? conxeyencm.
a) En el punto (2,-3) ¢en qué direccion crece mas rapido la temperatura?
VI(x,y) = —8x1— 2yj
VI (2,-3)= —161+ 6]
b) ¢A qué ritmo se produce el crecimiento en el punto (2,-3)?

VT (2,-3)| = 162 + (—6)%2 = 17.09 °C por cm
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Grdfica de T(x,y)
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8.5. Relacion del gradiente con la superficie

Sabemos que el gradiente de f(x,y) apunta en la direccion en la que los valores de f cambian mas
rapidamente, mientras que una superficie de nivel esta en las direcciones en las esos valores no

cambian. Si f es diferenciable, el gradiente y la superficie de nivel seran perpendiculares.
V4

A

V(o5 Yo, Z0)
vf(xos Yo, 20)

trasladado de manera
paralela de modo que
comience en (Zo, %o, 20)

v trasladado

(xo, Yo, 20)

Ejemplo: Hallar el vector normal a la superficie S dada por z = x?y? +y + 1 en el punto (0,0,1)
Sea f(x,y,z) = x*y? + y + 1 — z. Considerar la superficie definida por f(x,y,z) = 0.

El gradiente de f es:
Vi, y,2) = fo, T+ f, 7+ frk=2xy*T+ 2x%y + Dj—k

En el punto: V£(0,0,1) =j—k
Es el vector normal a S en el punto (0,0,1).
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9. FUNCIONES COMPUESTAS

9.1. Funcion compuesta de una variable independiente

Sea z = f(x,y) una funcién uniforme de dos variables y supongamos que X e y no sean ya variables
independientes, sino funcion de una misma variable t, x=x(t); y=y(t).
Con estas condiciones a cada valor de t corresponde un punto (x(t),y(t)). En consecuencia

z=f(x(t),y(t))=F(t) esuna funcion compuesta de t.

Las funciones x=x(t); y=y(t) definen en forma paramétrica una curva en el plano (x,y) cuyo
vector posiciones F(t)=x(t) i+y(t) ] y z="f(xy)=f(x(),y(t))= f(F(t)) son los valores
que toma la superficie sobre la curva C.

£, v(O) = FFQ) = F(1) FTHXW

Ya ‘
x(1), (1)
v(t e \
\j(t A
X0 X - >y
o
A0, y(0)
~c
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9.2. Regla de la Cadena.

La regla de la cadena tiene varias versiones, cada una de ellas, dando una regla para derivar una
funcion compuesta de distinta forma.

9.2.1. Funciones compuestas de una variable independiente.

Teorema: Si z= f(x,y) esdiferenciable en (Xxq,Yq ) Y las funciones x(t), y(t) son derivables en
t,. Entonces la funcion z = f(x,y) es derivableen t, y su derivada es:

, dz , '
z :E: fx(Po)'X(to)+ fy(Po)‘y(to)
Demostracion: Si z=f(x,y) es diferenciable entonces

Az =1, (F) - ax+ £, (R))- Ay +¢&, - AX+ &, - Ay

- Az AX Ay
dividiend At: Z_ R f, (P, —
ividiendo por T N ) + J( ) £ - Tt +&,- Tt

Como &, y ¢, son infinitésimos en Ax y Ay lo son también en At, porlotanto ¢, >0y ¢, -0

cuando At —0
Luego tomando limite a ambos miembros nos queda:

A Ay
lim 2% = Ilm(f(P) +f,(R) Atj

4-0 At 40

y dado que x = x(t) e y = y(t) son derivables en t =t,, entonces

, Az | . :
L= m = fi(R)-X(t)+ f,(Ry)- y(t) =f- X'+ f,-y

Observar que la derivada de una funciéon compuesta de una variable puede expresarse como el
producto matricial de dos vectores:

o dz , . X'
L R =[ f, fy]-{y.}
i

r'(t)
O sea

47 o5 S
'=—=Vf -r Denominada Regla de la Cadena.

dt

El mismo razonamiento se hace para funciones de mas variables.
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Xlle(t)
X, = X,(1) S — ~
Sea f = f(x,,%,,,X,)con . esdecir r=r(t)=x,(t)-g +---+X,(t)-€,
X, =X, (t)
Entonces: f=f(r(t))=f(x(t),%(t), X, (t)=F(t)
si I'=r'(t)=x;(t)e +---+x (t) e,;

por regla de la cadena:

3—: = fu X+ X+ X,

!

X1

ﬂ:[fxl fx2 fxn]' Xé :vf'r’(t)

!
n

X

El significado de la variable dependiente z es diferente en cada lado de la expresion de la regla de la
cadena. En el lado izquierdo se refiere a la composicién z = f (x(t), y(t)) como una funcién de una
solavariable t. En el lado derecho se refiere a la funcion z = f (x, y) como una funcién de dos variables

XVYYy.

El diagrama de arbol representa una manera facil de recordar la regla de la cadena. La “verdadera”
variable independiente en la composicion es t, mientras que X y y son variables intermedias, y z es la
variable dependiente. -

£

=

Para la interpretacion fisica del cambio a lo largo de la curva, piense x
en un objeto cuya posicion esta cambiando con el tiempo t. Si z = T(X, y) dx
es la temperatura en cada punto (X, y) a lo largo de una curva C con i
ecuaciones paramétricas x = x(t), y = y(t) , entonces la composicion z =
T(x(t), y(t)) representa la temperatura en relacion con t a lo largo de la
curva. La derivada dz/dt es entonces la tasa de cambio de la temperatura
debido al movimiento a lo largo de la curva.

ax

dy
dt
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Ejemplo:

[ . X=t+2
Calcular la derivada de z = f(x,y)=x"—2xy” siendo T =T (t)= { o, N =0
y=t>+
Solucion:
Debemos calcular ar _ f(t)=VF(r(t)) r'(t)

dt

Encontremos las componentes del gradiente

f, =5x* —2y?

fy:—4xy

Como f(t)=(t+2)-1+(t®*+4)-] ; calculamos x'=1 vy

y' =3t2.

Luego F'(t)=1-1 +3t*-] /
5 A

Resulta: %:(SX“—2y2)-1+(—4xy)-3t2, donde x=t+2, y=t>+4

ent=0; x=2;, y=4 0 5
df 2 2 /
EZS(Z) —-2(4)" -4-2-4-0=48

Ejemplo:

La presion P en kilopascales, el volumen V en litros y la temperatura T en ° Kelvin de un mol de un
gas ideal, estan relacionados mediante la ecuacion P V = 8,31 T . Determine la razon a la cual la
presion cambia cuando la temperatura es 300 °K y se incremente a razon 0,1 °K/seg y el volumen es
de 100 litros y se incrementa a razon de 0,2 litros/seg.

Solucion: Si t representa el tiempo que transcurre en segundos, entonces en un instante dado:

T=300°K , S =01°%/seg , V=100It , =02 It/seg

Por la regla de la cadena:
dpP _ dP dT AP dV _ 8,31 dT 8,31T dV

AT T waT TV a v @

8,31 8,31.300

—.0,1- .0,2 = -0,041
100 0, 1002 0, 0,04155

La presion disminuye a razon de 0,042 kPa/seg.
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9.2.2. Funciones Compuestas de Varias Variables Independientes

Sea z = f(u,v,w) diferenciable en (u,,v,,W,) ¥y u=u(x,y), v=v(X,y) Yy w=w(X,y) son
funciones diferenciables en (X,,Y,), con F(X,y)=u(Xx,y)& +Vv(X,y) & +W X,y)&,-

En este caso de la regla de la cadena contiene 3 tipos de variables, x e y que son variables
independientes, u, v, w que se denominan variables intermedias y z que es la variable dependiente.

Entonces z= f(F(x,y))= f(u(x,y)v(x,y)W(x,y))=F(x,y) diferenciable en (X,,Y, ).

Sabemos que f = f(u,v,w) y u=u(Xx,y),v=v(Xx,y)yw=wX,Yy), esquematicamente:

A

rr=ué+v, e +Ww, g ,
r,=u,&+Vv, € +W, &

Por regla de la cadena
z,=f,u+fv+f,w , z=Ffu+fv+f w

Expresado en forma matricial resulta:

u, U,
[zX zy]z[fu f, fllv, v,
w, W,

Y cada deriva parcial (por ejemplo z, ) se puede expresar como

Siseconsideraque Fr=ue +ve,+wWe,, T, =U € +V, & +W, &

z, =Vf-T,

De igual forma y siendo 7, =u, & +Vv, & +W, &
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zy=Vf T

Ejemplo:

_ Y

Calcular z,,z, . Si z=f(u,v)=In(u®+v) con {u , @
v=x>+y

Se debe calcular Vf = (f,, f,)

- 2-u - 1
u v
u? +v u?+v
x+y2
u,=e v, =2X
—_ 9. y.pXty _
u =2-y-e v, =1

u?+v u?+v

10. DERIVADA DE FUNCIONES IMPLICITAS
10.1. Definicion:

Se dice que “y” es funcion implicita de “X”, cuando esta dada por la ecuacion F(x,y)=0-

No siempre es posible despejar “y” en forma explicita como funcion de “x”, y = f (x) (0 “xX” como
funcién de “y”, x =g (y) ), a partir de la funcion implicita F(x,y)=0-

Ejemplo:

1) Sea F(X,y)=y+x’y—1=0, luego despejando “y” resulta: y (1+x*)=1

1
1+X

y se observa que y = f(x).

2

2) Sea F(x,y)=x*+y*+1=0 (1)
Si esta expresion definiese a “y” como funcion de “x”, el par ( X, f (x) ) debe verificar (1), entonces

seria:

x> +(f(x))*+1=0

x> +(f(x))?=-1 como x?+( f(x))*=0-
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Por lo tanto no existe ningun valor de x para el cual se verifique y = f(x). Las condiciones suficientes
para que una expresion F (x, y) = 0 defina implicitamente a “y”” como funcion de “X” en un intervalo

estan dadas en el siguiente teorema.

10.2. Teorema de existencia y unicidad de la funcion implicita de una variable

Seaz = F (x, y) definida sobre una region abierta R — %82, tal que (a, b) € R. Si se verifica:

(1) F(a,b)=0
(2) F.(x,y),F,(x,y)existeny son continuas en U(P,,8)c R, P, =(a,b)
(3) F,(a,b)=0

Entonces Vxe(a—Ax,a+Ax) existe una funcion continua y derivable y=f(x) tal que
F(x, f(x))=0 ysuderivada f'(a) viene dada por la formula:
_ FK(ab)

! _ ﬂ _ H
f'(a) = X, F@b) (i)

Considerando a la funcién como compuesta y aplicando la regla de la cadena queda:

F(x,y(x)):O—>FX%+F ﬂ=0—>y' K
dx 7 dx F,
1 y'
d’y

La derivada segunda

> Vviene dada por:
X

d?y  Fxx(Fy)*-2FxyFxFy+Fyy( Fx)?

dx” (Fy)’

Nota: Si en el teorema anterior pedimos F (a,b)=0 en lugar de F (a,b)=0 se puede demostrar
que F(x,y)=0 define a “x” como funcion de “y” oseax =g (y).

10.3. Teorema

Sea w = F(Xx,y,z)definida en una region abierta R < R® tal que P, =(a,b,c)eR. Sise
verifica:

(¢D)] F(a,b,c)=0
(2) Fo(Xy,2), Fy(x,y,2) y F, (XY, z)existen y son continuas en U(P;,6) = R.
(3) F,(a,b,c)=0

Entonces V (x,y)eU((a,b),d) existeunafuncion z=f(x,y) diferenciable, tal que
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F(x,y, f(x,y)) = 0 y sus derivadas parciales vienen dadas por las formulas:

f(ab)="2 - Elabo)

S x| Fu(abye) W
f (ap)=2 - Hlabe)

y | 8y (ab) Fz(a,b,C)

Decimos en este caso que F(Xx, Y, z) =0 define implicitamente a z como funcién de
xey: z=f(x,y) o que z="1(x, y) estd dada en forma implicita por F(x, y, z) = 0.
/1 0’1 0%z

Derivando las formulas (ii) obtenemos: C T
oxoy ~ ox® oy

Donde por ejemplo:

2
__ny'(Fz) _sz'Fy'Fz_Fx'Fz'Fzy+Fzz'Fx'Fy )

z
Y (F.)

Ejemplo:
dy

™ en el punto (1,2), sabiendo que y® +y? =5y —x* —1=0-.
X

Calcular

Observe que en este caso no es facil despejar “y”, como funcion de “X” y luego derivar esta expresion,
entonces utilizando el resultado anterior tenemos:

F(1,2)=8+4-10-1-1=12-10-2=12-12=0 , verifica (1)
Si F(x,y)=y>+y*-5y—x*-1

Se calcula: F,(x,y) y F,(x,y), obteniendo
F.(xy)=-2x,y F,(x,y)=3y?+2y—-5. Luego resulta:

dy Ry -2x 2 .
dx  F,(xy) 3y?+2y-5 3y’+2y-5

Enel punto P =(1,2)

ﬂ _ 2-1 B 2 2 _3.
dXly, 3-(2)°+2-2-5 3-4+4-5 12-1 11
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11. FORMULA DE TAYLOR

En Célculo | hemos estudiado la Formula de Taylor para funciones de una variable.
Recordemos: Sea y = f (x) derivable hasta el orden (n+1) inclusive, en un entorno del punto
X = a, luego para todo x de ese entorno se verifica:

f(x)= f(a)+ f'(a)xl;!a+ f”(a)%+---+ f(”’(a)%+ R, (X)

( X-a )n+1
(n+1) !
Nota: Esta formula permite aproximar la funcion y = f (x) por el polinomio y =P, (x) en el entorno

del punto x =a.

donde, Ry (x)=f™Y (a+ 6h) , 0< 6< 1, esllamado resto o término complementario

= f
y (qy (x)
Rn(X)
y= Pn(Xx)
/ 094 | o "
( VA
\ a X } X
g /)
'
U(a,0)

ANNNY

11.1. FORMULA DE TAYLOR PARA FUNCIONES DE DOS VARIABLES

Sea z= f(x,y) una funcion diferenciable hasta el orden (n+1) inclusive, en un entorno del punto
(a, b). Entonces se puede aproximar la funcién de dos variables, f (a+h, b+k), mediante un
polinomio de n-ésimo grado, en potencias de h=x-a y k=y-b, en menos de un término

complementario. Este polinomio se denomina formula de Taylor.

Para ello conocemos:
1) El valor de la funcion y sus “n” primeras derivadas en (a, b).

2) Losvaloresh y k, tales que vh? +k* <&; (h=x-a=A4x; k=y-b =Ay).
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Teniendo en cuenta que:

y=Db+k

\_

Xx=a+h—->h=x-a X
y=b+k >k=y-b
Se demuestra:
2
f(a+h,b+k)=f(a,b)+ h£+ki 1‘(a,b)+i hﬁjtki f(a,b)+...+
OX oy 21! OX oy

(1

n n+1
+i h£+ki f(a,b)+ ! h£+ki f(a+6h,b+6 k) -
n! OX oy (n+1)IL ox oy

con 0< @<

Empleando la notacion diferencial, se obtiene:

E n n+1
f(a+hb+k)=f(ab)+df(ab)+S fz(?,b)+.__+d f(ab) d"'f(a+ohb+ok)

n! (n+1)!

con0< < 1.

Sien (1) llamando (a+h , b+k) = (x, y) punto perteneciente al entorno U((a,b),d)
Resulta f (x, y) aproximada por un polinomio en potenciasdeh=x—-a y k=y-bh.
De este modo el desarrollo de la formula de Taylor de segundo orden es:

f(x,y)="f(ab)+ fy(ab)(x-a)+ f,(ab)(y-b)+

~[hatab) (x=a)? 26, (ab) (x-a)(y-b)+ fy,(ab) (y-b) ]+ Te

con (x, y) € U((a,b),d)

En particular, si el punto (a,b) alrededor del cual se hace el desarrollo es el punto (0,0), obtenemos,

reemplazando en (1) la llamada formula de Mac Laurin para funciones de dos variables.
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Observacion
a) Si consideramos la formula de Taylor hasta el término de primer orden, tenemos:
f(a+hb+k)= f(ab)+h f(ab)+k f(ab)

Obteniendo asi un polinomio de primer orden en h y k (aproximacion lineal).
Observar que el segundo miembro de esta expresion es el plano tangente a la superficie
z=f(x,y)en (a,b).

f(a+hb+k)=f(ab)+(x-a) f(ab)+(y-b) f (ab)
Az=(x-a) f(ab)+(y-b) f (ab)

z=1(x,y)

Ejemplo: calcular la aproximacion lineal de la funcion z = f(x,y) =x3y + 6 xy*> en Po (1,1)

f(xo"'AX’YO"'AY)E f(XO’y0)+ fx(Xovyo )(X_Xo)"' fy(XOlyO )(y_yo)

Ax 4y

donde: Ax=h=x—x, ; Ay=k=y—yY,
f(Ll+ax,1+4y)= F(L1)+ f (L) x-1)+ f (L1)(y—-1)=7+9(x-1)+13(y~-1)
H_/ H_/

Ax Ay

f(l+ A1+ A4y)=7+9x—9+13y-13=9x+13y—-15
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X3y +6 X y?| wns 9x+13y-15 para (x,y)eu(12) ( aproximacion lineal ).

Observacién: el polinomio de tercer grado queda aproximado por un plano (aproximacion lineal).

b) Si consideramos la formula de Taylor hasta el 2° orden es un polinomio cuadratico en h y k
(aproximacion cuadrética)

f(a+hb+k)=f(ab)+f(ab)(x—a)+ fy(a,b)(y—b)+%(fx(a,b)(x—a)2+

21, (ab)(x-a)(y-b)+ f (ab)(y-b)*)

Para mejorar la aproximacion en este punto es necesario aumentar el orden del polinomio.

Ejemplo:
1) Desarrollar en serie de Taylor hasta los términos de 3° orden inclusive f(x,y)=e¢”-seny en
P =(0,0).

f(00)=0 fo=e -seny| =0 f,=e"-cosy| =1
f,=e -cosy| =1 fo =€ -seny| =0 f, =—€"-seny| =0
foo =€ -seNY| =0 foy =€ -cosy| =1 foy =—€"-seny| =0
f,, =—€*-cos y‘P =-1, luego la aproximacion de la funcion es:
2 3
f(x,y)=e"sen(y)=y+x y+%—%

Veamos una tabla con el valor de la funcion exacta y con la aproximacion de la misma.

2 3
(x,y) y =¢”-seny f=y+x-y+%—yE
(exacta) (funcién aproximada por Taylor)
(0,0) 0 0
(0.1,0.1) 0.1103329887 0.11033333333
(0.2,0.2) 0.2426552686 0.24266666667
(0.5,0.5) 0.7904390832 0.79166666667
(1.0,1.0) 2.287355287 2.333333
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12. EXTREMOS LIBRES DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

12.1. Definicion Extremos Absolutos

Sea f:S—>R, ScNR" uncampo escalar, S un conjunto cerrado y acotado tiene un maximo
0 minimo absoluto (en sentido estricto) en el punto a = (a;,a,,---,a,) de Ssise cumple una de las
siguientes condiciones para todo X = (X4,X,, -+, X,) €S distinto al punto a = (a;,a,,---,a,) -

vxeS$ ( X#a ): f(x) < f(a) ; maximo absoluto
vxeS (x=a): f(X)> f(&);minimo absoluto

En el gréfico siguiente observamos que f (x,y) tiene en S un maximo absoluto y un minimo absoluto.

z=1f(xy)

Minimoé-"/‘/

Maximo

X g‘ Reaion cerrada S

12.2. Definicién Extremos Relativos

Sea f:S—> R, ScR"un campo escalar con XS y aeS; f(X) tiene un extremo relativo (en
sentido estricto) en el punto a=(a;,a,,---,a,) Si existe un numero &>0 tal que para todo
X =(X,%, X, )eU.(a,d) se verifica:

f(X)< f(a); maximo relativo Maximo

f(x)> f(a); minimo relativo

Minimo

Minimo
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Nota:
1) Si en una u otra de las condiciones se sustituye < (0 >) por < (0 >) se dice entonces que hay
maximo (o0 minimo), relativo o absoluto, en sentido amplio.

2) En el caso de una funcion de dos variables f (x,y) definida en un recinto R, diremos que en el
punto (a,b) € R, en sentido estricto:

e toma valor maximo si se verifica f (a+h,b+k) < f(a,b) = Az < 0;
e toma un valor minimo si se verifica f (a+h,b+k) > f(a,b) = Az > 0 para todos los puntos
que pertenecen al U..((a,b),?).

12.3. Condicién Necesaria de Extremo Relativo

La condicién necesaria para que z = f (x, y) funcion que admite derivadas parciales, tenga un
maximo o minimo relativo, en sentido estricto o amplio, en un punto interior (a, b) € C, es que:

f(ab)=0| [f,(ab)=0

Observar que si z=f(x, y) es diferenciable esta condicion significa que: Vf =0

Demostracion:

Cuando la funcion es diferenciable, las condiciones dadas significan geométricamente que el plano
tangente es horizontal (es decir, paralelo al plano Xxy), con ecuacion reducidaa z =c.

La ecuacidn del plano tangente en el punto (a,b,f(a,b)) es:

z—f(a,b) = fi(a,b)(x —a) + f,(a b)(y —b)
Si el plano es horizontal su ecuacion debe ser z = ¢ = f(a,b)
0= fi(a,b)(x —a) + fy(a,b)(y — b)
podemos concluir que: f,(a,b)=0

f,(ab)=0
z 7
(X0, Yo, 20) _
7 z =f(x,y)
- e

Ve

(X0, Yo, 20)

(X0,Yo) (x0.yo)

En la préactica la busqueda de los extremos de una funcion f (x, y), comienza resolviendo el
62



: : f(x,y)=0 "
sistema de ecuaciones : méximo
f,(x,y)=0

recta tangente

Del cual se obtienen un numero (finito o
infinito) de raices, (X%, ):(X,,¥, ):(X3,Y3);--.
, que se denominan puntos criticos o
extremantes, pues en ellos puede haber extremo
(relativo o absoluto en sentido estricto o
amplio). x
Luego se analiza el signo de Az para
determinar si son maximos o minimos relativos.

planox=a

ffffffff ’\

planoy=»5

12.4. Condiciones suficientes de extremo relativo. Anélisis del signo del Az
Sea (a, b) un punto critico de z = f(x, y) una funcién con derivadas parciales primeras y segundas en

un entorno de dicho punto, continuas y no simultaneamente nulas en (a, b):
La formula de Taylor paran =1 es:

2
t(a+hb+k)=fap)+[h Lok L] fap)+2nZik 2| f(aronb+ok)
ox oy 21 ox oy
0< o<1

Teniendo en cuenta la condicion necesaria y la continuidad de las derivadas segundas resulta:
f(a+hb+k)= f(a,b)+%[h2( fo(ab)+e)+2hk(f (ab)+e,)+ k?( f,(ab)+e, )]

cong —0 para p=+vh*+k® —>0,(i=12,3)

2
o(p?)= %51 h*+2hke, +k7 &, infinitésimo de orden superior a p?

Az=f(a+hb+k)—f(ab)= % h*(fix(a, b) + 2hkfy,(a, b) + k*f,,(a,b) | + 6(p?)
d2f(a,b)

O sea:
Az==%d2f(a,b)+o(p2)

Luego, para analizar el signo de Az, se estudia el signo del diferencial segundo,d®f(a,b)
, de z=f(x,y)

dzf(a,b):[hzfxx(a,b)+2 h k fxy(a,b)+k2fyy(a,b)} por medio del determinante Hessiano.
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fo(ab) f,(ab)

H :fxx(a,b)fw(a,b)—fxyz(a’b)zf (a,b) f, (ab)

El hessiano H = H (X, y) es una funcidon de las mismas variables X, y e interesara para nuestro estudio
su signo en los puntos criticos.

Se pueden presentar las siguientes posibilidades:

a) Caso Eliptico: H>0

En el punto critico hay extremo.

SiH>0 = f,(ab) f,(ab)-f,(ab)>0= f,(ab).f (ab)>fi(ab) =

= f,(ab)>0y f (ab)>00 f (ab)<0y f (ab)<0

En este caso la superficie queda situada a un mismo lado del plano tangente, el punto

(a, b, f (a,b)) se llama eliptico y en €l existe extremo relativo, si la superficie queda por debajo plano
tangente (f,, <O) tendremos méaximo estricto; si queda por encima plano tangente (fxX >0)

tendremos minimo estricto.

z z f(a+h, b+k)
f(a, b) :
; ’ Az<0 Maximo / Az>0 Minimo
f(a, b
f (ath, b+k)
e Y @ .

X by X (a+h, b+k)

b) Caso Hiperbolico: H <0

Se demuestra que no hay extremo

Como en las funciones derivables de una sola variable, no todos los puntos criticos dan origen a un
extremo local. Una funcidn derivable de una variable podria tener un punto de inflexion. Una funcion
derivable de dos variables podria tener un punto de silla.

DEFINICION Una funcién derivable f (x, y) tiene un punto de silla en un punto critico (a, b) si en un
entorno con centro en (a, b) existen puntos del dominio (x, y) donde f (x, y) < f (a, b), y puntos del
dominio (x, y) donde f (x, y) > f (a, b). El punto correspondiente (a, b, f (a, b)) sobre la superficie z =
f (X, y) se llama punto de silla o de ensilladura de la superficie.
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Se puede observar en este caso que la superficie queda a uno y otro lado del plano tangente en el
punto (a,b,f(a,b)). En este caso el punto se llama de ensilladura y en él se puede asegurar que no hay
extremo.

Superficie Hiperbdlica

e
/ 1’,"

\

|
|
L]

¢) Caso Parabodlico: H=0

En este caso la superficie estd de un solo lado del plano tangente en todas las direcciones
rectilineas, excepto en la correspondiente a una sola recta “singular”. Diremos que se trata de

un casi-maximo o un casi-minimo.
Superficie Partabdlica

Resumen

Sea z=f(x,y) una funcion con derivadas primeras y segundas continuas y no simultdneamente nulas
en un entorno del punto critico (a,b). Analizamos el signo de Az estudiando el signo del

diferencial segundo de la funcién ,d?z , por medio del Hessiano en (a,b),

fu(a,b) f,(ab)
f (ab) f,(ab)’

Entonces si:
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f,>0 minimo estricto
H>0 - :
f, <O maximo estricto

H<O0 {no hay extremo- puntosilla

fo>0 o f >0 casi-minimo
H=0

fu<0 0 f <O casi-maximo
Ejemplo:
1) Determinar los extremos de la funcién z = y? — x2.

Con la ayuda de un software se puede observar la gréafica de la superficie y sus curvas de nivel que
permiten concluir que tiene solo un punto de ensilladura en (0,0).

Comprobar esto analiticamente.
////
2 4\

punto

'y silla
0

RN

2) Encontrar los puntos criticos de z = f(x,y) = x*+ y?+ x°%y + 4 y clasificarlos.

Se calculan:
Zx = fx (X,y)= 2x +2xy =0
7y = fy (x,y)= 2y+ x> =0

por eliminacion de y entre esas ecuaciones, se tiene 2x-x3=0
porlotanto, X=0 6 Xx=#2.

Sustituyendo estos valores en la segunda ecuacion se obtieney =0 e y =-1.

Por lo tanto los puntos criticos son : (0,0); (v/2,-1) y (-+/2, -1)

Para cada uno de ellos, necesitamos fx(x,y) = 2+2y ; fyy(x,y) =2 ; fxy = 2x para calcular el valor de
Hessiano.

De los calculos resulta que en los puntos (~/2 , -1) y (-+/2 , -1) no hay extremos y en (0,0) existe un
minimo.

Resolver este ejercicio con apoyo de un software cientifico.
Primero se grafica la funcion y el mapa de contorno.
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Superficie

Luego se grafica el campo gradiente, y se superpone el campo gradiente a las curvas de nivel.

Campo Gradiente
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Curvas de Mivel Campo Gradiente

Observar que lo obtenido analiticamente concuerda con las graficas obtenidas
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